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R.ESUMO 
O objetivo deste trabalho é a análise dos esforços 
nos elementos - vigas e pilares - que constituem uma estrutu 
ra de edifício. 
Idealiza-se a estrutura como tridimensional, subm~ 
tida a carregamentos estáticos verticais e ou laterais, re 
calques de apoio, podendo ter apoios elásticos. Admite-se a 
hipótese das lajes com rigidez infinita nos seus planos e 
com rigidez nula à flexao. 
A análise é feita no regime elástico linear, ado 
tando-se o método dos deslocamentos em linguagem mat:ti'é:nal. 
Dá-se enfoque especial aos efeitos do empenamento em pilares 
de seçao transversal aberta com paredes finas, quando subme 
tidas a carregamentos de torçao. 
Desenvolveu-se um sistema de programas em lingu~ 
gem FORTRAN, para microcomputador de 64 Kbytes de memória 
RAM e 2 unidades de "drives". A entrada dos dados é iterati-
va em modo conversacional. 
As técnicas adotadas oara resoluçao do sistema de 
equaçoes (deslocamento relativo de andar, armazenamento da 
matriz de rigidez por altura efetiva de coluna e montagem 
desta matriz em blocos) apresentaram bom desempenho, avalia-
do através da análise de alguns exemplos. O mtcrocomputador 
utilizado, no entanto, se revelou inadequado, em ·quantidade 





The aim of this work is the analysis of buildings 
structures constituted of beams and colunms. 
The structure is idealized as a .:thr;ee'"'dimensional 
assemblage of this components, s::ubj'ected to vertical or lat~ 
ral static loadings, foundation settlements, and possible ~ 
lastic supports. It is assumed that the floor slabs are in-
finitely rigid in their own planes and with no bending stif 
fness. 
The analysis is linear elastic and the 'displac~ 
ment method in a matrix formulation ·is used. Special atten 
tion is paid to the warping effects in thin-walled open sec 
tion colunrns when subjected to torsional loadings. 
A cornputational progra'!l in FORTRZ.N was developed 
for microcornputer of 64 Kbytes of RAM rnernory and 2 drives u 
nits. The input data is interative in a conversational rnan 
ner. 
The adopted computational techniques (storage of 
the stiffness rnatrise in skyline rnode and assernblage of 
this rnatrix in blocks) for the solution of the equation sy~ 
tem in terrns of relative floor displacernents, have proved 
to be efficients, though the analysis of some exarnples. Ho~ 
ever, the used microcornputer had inadequate available memo 
ry for the analysis of current buildings structures. 
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Qualificar-se um edifício como alto, em linguagem 
comum, induz a uma definição associada com a altura física da 
edificação em relação ao solo, como por exemplo os arranha 
ceus. Sob o ponto de vista do comportamento estrutural, no 
entanto, percebe-se que esta definição é insuficiente. vãrios 
sao os fatores que contribuem para esta indefinição, porém,sem 
entrar em detalhes a respeito, pode-se definir como alta toda 
edificação na qual as ações laterais (vento) devem ser conside 
radas na análise. 
Neste sentido, costuma-se usar como parâmetro del! 
mitador o Índice de esbeltez da estrutura, definido pela rela-
ção entre a altura total da edificação e sua menor dimensão em 
planta. Quanto maior este índice, maior a importância que as 
cargas laterais assumem frente às cargas verticais (para casos 
de carregamentos comuns). Resulta que, mesmo uma edificação de 
pequena altura pode ser classificada como edifício alto. 
A análise de um sistema estrutural ideal para es -
truturas de edifícios altos é um problema bastante complexo e 
tem sido, há tempos, objeto de estudos por parte dos pesquisa-
dores. Conseguir um modelo que traduza o comportamento real 
de uma estrutura desse porte, poderá não ser tarefa simples 
Dentre os vários fatores que aumentam a dificuldade teórica de 
solucionar tal problema, destacam-se a (provável) não lineari-
dade física e ou geométrica da estrutura e a imprecisão na ·de-
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terminação das solicitações externas e nas condições de apoio. 
Torna-se, assim, necessário do ponto de vista prát~ 
co, considerar modelos simplificados, admitindo-os por exemplo 
de comportamento linear e com as cargas laterais, essencialmen-
te de caráter dinâmico, sendo substituídas por cargas estáticas 
equivalentes. 
Surgiram então, vários métodos de.análise que se di 
videm basicamente como sendo métodos contínuos ou discretos. 
Nos métodos contínuos, de uma maneira geral, as vi-
gas horizontais que conectam os elementos verticais resistentes 
sao substituídas por uma lâmina vertical de rigidez equivalente, 
obtendo-se assim uma estrutura contínua ao longo de sua altura. 
Recai-se em um sistema. de poucas equações diferenciais lineares 
de coeficientes constantes, não homogêneas, que após integradas 
dão como resultado os deslocamentos e as forças internas na es-
trutura. Estes métodos, geralmente resolvidos manualmente, des 
crevem o comportamento macroscópico da estrutura em função de 
um pequeno número de parâmetros. Com simplificações, resultam 
de aplicação restrita; sendo gerais, são por demais trabalhosos. 
Os métodos discretos tiveram aplicação prática ·in-
tensiva com o aparecimento dos computadores digitais. Baseiam-
se na discretização da estrutura em elementos unidimensionais 
conectados entre si nos seus extremos (estrutura -reticulada) 
Conduzem geralmente a um grande número de equações algébricas 
lineares, não homogêneas, normalmente formuladas pelo métododos 
deslocamentos (equações de equilíbrio de nó). 
Sendo métodos contínuos ou discretos, a quase tota-
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!idade adota como válida a hipótese das lajes trabalhando como 
diafragmas, ou seja, sem deformações nos seus planos e com rig! 
dez nula à flexão. A consideração correta da rigidez a flexão 
das lajes, com o objetivo de medir suas contribuições a rigi -
dez global da estrutura, só pode ser obtida discretizándo-as em 
malhas de elementos finitos de flexão de placas (15). Esta so-
fisticação, no entanto, é desaconselhável porque aumenta em mui 
to o já elevado numero de graus de liberdade do modelo, o que 
pode inclusive, tornar inviável a análise da estrutura. De ma-
neira aproximada, esta rigidez pode ser avaliada admitindo - se 
que parte da laje esteja solidarizada às vigas e formando se.-
çoes .T (medida comumente adotada). 
Recentemente, a construção cada vez maior de edifí-
cios esbeltos, quer de geometria simétrica ou assimétrica, junt~ 
mente com a diminuição de sua relação peso-volume através do uso 
de materiais de vedação.mais leves, tem exigido análises mais s2 
fisticadas, decidindo-se pelo modelo tridimensional. Estas edi-
ficações, sendo vulneráveis aos efeitos de carregamentos laterais, 
podem exigir adoção de elementos verticais resistentes, de gran-
de rigidez à flexão, consistindo de pilares parede, caixas de 
elevador (pilares em forma de H ou U, por exemplo), etc. 
Estes elementos resistentes, no.que diz respeito ao 
equilíbrio global da estrutura, são analisados como elementos u-
nidimensionais. Quando construídos em seçao transversal aberta 
de paredes finas s.ão susceptíveis a esforços de torção e se emp~ 
nam, ou seja, suas seções transversais não permanecem planas a-
pós deformadas. A restrição ao empenamento provoca tensões (ad! 
cionais às tensões oriundas da flexão e do esforço normal) que, 
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dependendo da. geometria da estrutura e do.carregamento sobre e-
la aplicado, não deveriam ser desprezadas. Este fenômeno pode 
ser computado de forma consistente, conquanto se admita que os 
citados.elementos se comportem como tubos de paredes finas de 
seção transversal aberta, segundo a teoria desenvolvida por 
VLASOV (1). Torna-se assim, importante que se investigue os 
efeitos de carregamentos que possam torcer a estrutura. 
Dentre os trabalhos classificados como métodos con 
tinuos e que consideram o empenamento destaca-se o desenvolvido 
por GLÕCK e GELLERT (22) por sua natureza geral, assim como os 
trabalhos de DANAY et alii (20), DUNCAN (21) e RUTENBERG et 
alia (18). Entre os trabalhos que utilizam a estrutura como um 
modelo de elementos discretos e que consideram o empenamento 
citam-se os trabalhos elaborados por HEIDEBRECH (16), GLÕCK e 
KALEV (23), TARANATH (15), STAFFORD SMITH et alia (19) e COULL 
et alia (17). 
Na COPPE/UFRJ, em todos os trabalhos desenvolvidos 
até o momento na linha de pesquisa em edificios altos, optou-se 
pelo modelo discreto com enfoque tridimensional, as lajes sendo 
assimiladas a diafragmas e fazendo-se uso intensivo de computa-
dores. 
Nesta.direção, SORIANO (8) em 1971 desenvolveu o 
primeiro trabalho consistindo na elaboração de uma programação 
automática para o cálculo de estruturas de edificios carregados 
lateralmente. O modelo adotado simulava o comportamento tridi-
mensional da estrutura como um conjunto de painéis (pórticospl~ 
nos) ortogonais interagindo em suas intersecções através da com 
patibilização dos deslocamentos verticais e horizontais de an-
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dar, desprezando-se a rigidez transversal dos referidos pai 
néis. 
Em 1972, FONTE (6) elaborou novo trabalho, com a es 
trutura sendo analisada diretamente como tridimensional e sem 
a restrição de painéis ortogonais. Todas as rigidezes dos ele 
mentos unidimensionais (pilares e vigas) eram consideradas,re~ 
tringindó-se no entanto, a serem de eixo reto e seção transveE 
sal constante. O trabalho de MENEZES (10), em 1977, visava o 
dimensionamento de estruturas de edificios em concreto armado; 
os pavimentos eram tratados como grelhas e os pilares como a-
poios elásticos às rotações dos nós. 
CÂMARA JR. (9), em 1978, ampliou o modelo tridimen-
sional já utilizado por FONTE, com a implementação adicional de 
vigas e pilares de várias formas de seção transversal. Nesta 
programação foram utilizadas técnicas computacionais muito so-
fisticadas, com vistas a reduzir o tempo de processamento e 
gasto de memória de computador. 
SILVA (11), em 1986, adotou um modelo aproximado o~ 
tido a partir do modelo adotado por SORIANO citado anteriorme~ 
te, mas sem a compatibilização dos deslocamentos verticais e 
com sofisticadas técnicas computacionais para a abordagem do 
problema em microcomputadores de pequeno porte. 
Nestes trabalhos nao se considerou os efeitos do em 
penamento em pilares de seção transversal aberta com paredes f.:!: 
nas. Dando continuidade à linha de pesquisa sobre edificics~ 
tos da COPPE/UFRJ, volta-se a atenção, através do presente tra 
balho, ao modelo tridimensional onde este fenômeno pudesse ser 
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computado. Trata-se, portanto, de um aperfeiçoamento do mode 
lo-estrutural utilizado anteriormente na COPPE e cujas princ! 
pais características são descritas a seguir: 
- Modelo elãstico linear submetido a carregamentos estáticos 
verticais e/ou laterais; 
Possibilidade de se considerar vigas e pilares de quaisquer 
formas de seção transversal e posições; 
- Elementos excentricamente conectados a pontos nodais; 
Caracterização de andares não necessariamente constituindo 
pavimento tipo; 
- Hipótese das lajes trabalhando como diafragmas de modo are 
duzir o número de graus de liberdade da estrutura; 
Consideração de apoios elásticos segundo deslocamentos hori-
zontais de andar ou na base de cada pilar do· pi-so inferior; 
- Consideração das deformações por cortante, quando julgado re 
levante; 
Cargas laterais aplicadas em forma concentrada ao nível das 
lajes e cargas verticais sobre as vigas, assim como recalques 
nos apoios inferiores; 
- Consideração do empenamento quando julgado necessário. 
O Capitulo II deste trabalho descreve em detalhe o 
modelo estrutural adotado. No Capitulo III apresentam-se os 
principais aspectos da teoria a respeito do empenamento com 
vistas à aplicação ao problema proposto. No Capitulo IV apre-
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sentam-se as matrizes de rigidez dos tipos de elementos cuja 
consideração é automática, bem como os vetores de esforços de 
engastamento perfeito para vários casos de carga sobre. vigas. 
As transformações das relações entre esforços e deslocamentos 
nos sistemas de eixos locais dos elementos para o sistema de 
eixos globais são apresentadas no Capitulo v. No Capitulo VI 
expoe-se as técnicas computacionais utilizadas na análise do 
modelo. 
A grande demanda de microcomputadores nesta década, 
tornando-se usual sua utilização em escritórios de engenharia, 
incentivou a que se elaborasse a programação automática volta-
da a estas máquinas. Neste sentido, o Capitulo.VII descreve a 
implementação da referida programação no microcomputador SDE 45 
de 64 Kbytes de memória RAM, sistema operacional CP/M. Final-
mente no Capitulo VIII apresentam-se exemplos processados e 
as conclusões do trabalho. 
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CAPÍTULO II 
MODELO · ESTRUTURAL 
II.l - IDEALIZAÇÃO 
O modelo estrutural adotado é idealizado como um sis 
tema tridimensional de elementos discretos, ou seja, como cons-
tituído de elementos unidimensionais, rigidamente conectados en 
tre si nos seus extremos, denominados pontos nodais (sistema es 
trutural ap 0 rticàdo espacial) e sujeito a cargas estáticas ver-
ticais e/ou laterais. Pressupõe-se que a estrutura seja de 
comportamento linear tanto física corno geometricamente*. 
II.2 - SISTEMA DE REFEfil;NCIA GLOBAL 
Para a caracterização de todas as grandezas referi -
das à estrutura corno um conjunto, considera-se um sistema der~ 
ferência global direto XYZ (definido pela regra da mão direita), 
com a origem num.ponto qualquer da base da estrutura e o eixo Z 
vertical de sentido ascendente (fig. II.l). Tais grandezas se-
rão, corno dados inforrnativos·da estrutura, as coordenadas dos 
pontos nodais, excentricidades nos pilares e carregamentos ex-
ternos; corno resultados obtidos, os deslocamentos e as reaçoes 
* Urna estrutura tem comportamento linear sempre que existe pr~ 
porcionalidade entre terisões·e deformações (Lei de Hooke- l! 
nearidade física) e que seja válida a teoria para pequenos de~ 






Fig. II.1 - Sistema de ref_erência global. 
II.3 - ELEMENTOS ESTRUTURAIS 
II.3.1 - Lajes 
As lajes sao placas horizontais ocorrendo a interva-
los ao longo da altura da edificação. Como hipótese, supõe~ se 
que sejam contínuas e sem deformações em toda a extensão de 
seus planos, bem como com rigidez nula à flexão. t comum di-
zer-se então que, no que diz respeito ao seu .comportamento es -
trutural, estas tenham sido comparadas a diafragmas. 
A suposição de indeformabilidade das lajes nos seus 
10 
planos, perfeitamente admissível em métodos de análise de inte-
resse prático, tem como única mas fundamental consequência,co!!:1_ 
·patibilizar os deslocamentos horizontais da estrutura ao nível 
dos andares e por conseguinte diminuir o número de graus de li-
berdade do conjunto (item II.5). A rigidez à flexão das lajes 
pode ser considerada, pelo menos de maneira aproximada, admiti~ 
do-se que onde exista uma viga, uma faixa desta laje esteja so-
lidarizada à mesma e trabalhando conjuntamente como uma 
T (fig. II.2). 
/ 
/ 
Fig. TI. 2 - La·je trabalhando em conjunto com a viga 
formando umo seção T. 
seção 
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II.3.2 - Vigas 
As vigas sao elementos unidimensionais horizontais, 
estruturalmente definidos pela linha que passa pelo centro geo-
métrico da·área de suas seçoes transversais. Supõe-se que tal 
linha esteja contida no plano da laje onde a viga se encontra. 
Sob esta hipótese, não haverá restrição quanto à posição relat!_ 
va destes elementos, nem quanto à forma de seus eixos longitud!_ 
nais ou .de suas seções transversais. Na.presente programação, 
no entanto, é automática a consideração dos seguintes tipos de 
vigas, desde que tenham um eixo vertical de simetria:. 
- vigas de eixo reto e seção. transversal constante; 
- vigas de eixo reto, com largura constante e mísulas retas ver 
ticais; 
vigas de eixo circular e seçao transversal constante. 
o) Eixo reto e seção 
transversal constante. 
b) Eixo reto com mísulos 
retos verticais. 
c) Eixo circular e seção 
transversal constante. 
F . rr. 3 -Tipos de vigas considerados automaticamente no programa. ,g. . 
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Para outros tipos de vigas deve-se conhecer a priori, 
ou a matriz de flexibilidade para o elemento com um dos seus e~ 
tremos livres, a partir da qual obter-se-á sua matriz de rigi-
dez, ou esta última sendo fornecida diretamente. Neste caso,e~ 
















.i . ,J 











Fig. Il .4 - Consideração de excentricidades nos 
extremidades de vigas. 
Não importando seu tipo, as vigas poderão estar com 
suas extremidades excentricamente conectadas aos pontos nodais 
definidos na análise, de modo a simular o efeito de quando es-
tão ligadas a pilares de grande seção transversal, como escla·re 
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ce a fig. II.4. Estas excentricidades sao comwnente chamadas 
trechos rígidos. 
II.3.3 - Pilares 
Os pilares sao· elementos unidimensionais verticais ou 
inclinados, com suas extremidades situadas em lajes distintas con 
secutivas. Dentre estes, os elementos nos quais os efeitos do 
empenamento devem ser considerados, serão chamados "pilares de 
seção aberta", diferenciando-os dos demais que serão rnensiona-
dos corno "pilares de seção sólida". Tal distinção faz-se nece~ 
sária porque, conforme ver-se-á no.capitulo seguinte, só se to-
rna em conta os efeitos do empenamento em pilares de seção tran~ 
versal aberta de paredes finas (por exemplo, seção I ou U)*. In 
dependente deste fato que os distingue, os pilares ficam defini 
dos pela linha que passa .pelo centro de cisalhamento da área de 
suas seções transversais. 
Para os pilares de seçao sólida·, de mesmo modo que 
no caso das vigas, também não haverá restrição no que diz res -
peito a suas posições relativas dentro do·pavimento a que per -
** tencem, nem na forma de suas seções transversais. Na programa-
çao, no entanto, e automática apenas a consideração de 
res de eixo reto e seção transversal constante. Para 
pila -
pilares 
* Obviamente que se o analista estrutural julgar desnecessária 
a consideração do empenamento, tais elementos serão simples-
mente classificados como de seção sólida. 
** Considera-se como pertencente a wn pavimento (ou andar) as 
vigas situadas no plano da laje· deste pavimento e os pilares 
imediatamente abaixo desta laje. 
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de outras fonnas, deve-se conhecer de antemão, ou a matriz de 
flexibilidade do elemento com a sua extremidade superior li-
vre ou sua matriz de rigidez. Tais elementos são então denomi-
nados pilares especiais. 
As extremidades dos pilares também poderão estar ex-
centricamente conectadas aos pontos nodais. Pode-se, desta ma-
neira, caracterizar o· fato de um pilar vertical sofrer altera -
çao na sua seção transversal quando da passagem de um andar pa-



















_J__ b) Eixo do pi lar 
Fig. TI. .5 - Mudança no posição de eixo do pi lor. 
* Os andares são numerados em ordem crescente 
do topo poro o base. 
15 
Pelo exposto no Último parágrafo e pela fig. II.5,pe~ 
cebe-se que para um pilar vertical, as excentricidades são defi-
nidas sempre e somente na sua extremidade inferior e nunca na 
sua extremidade superior. Isto se deve ao .fato de que o ponto 
nodal definido pelo eixo deste pilar estar situado no ponto on-
de tal eixo intercepta o plano médio da laje existente na sua 
extremidade superior .•. Por exemplo, na fig. II.5.b, a linha AB 
no andar i+l representa o eixo do pilar e o trecho BC sua excen 
tricidade inferior. O ponto nodal definido pelo eixo deste pi-
lar, neste andar, situa-se em A, enquanto que no andar i+2 si-
tua-se em C. Sendo assim, excentricidades em extremidades supe-
riores só podem ser definidas para pilares inclinados (fig. II.6). 






Fig. n. 6 - Pi lares inclinadas poderão ter excentricidades 
em ambas extremidades. 
16 
No que diz respeito aos pilares de seçao aberta, far-
se-a a restrição de que sejam verticais sem modificação na posi-
ção de seus eixos ao longo da altura da edificação. 
II.4 - GRAUS DE LIBERDADE 
Define-se como grau de liberdade cada um dos modos 
possíveis de deslocamentos generalizados·(deslocamentos lineares 
e rotações) que um nó de uma estrutura pode sofrer, independente 
mente. Por exemplo, em urna estrutura de pórtico espacial tem-
se 6 graus de liberdade por ponto nodal, que são três deslocamen 
tos e três rotações, medidos em relação a um sistema de referên-
cia de eixos mutuamente ortogonais. 
Em uma .estrutura de um edifício vista como pórtico 
espacial, se n .designar o·. número total de pontos nodais , têm-
se a principio 6n graus de liberdade, resultando um sistema de 
igual número de equações algébricas lineares. Com.o objetivo de 
simplificar a análise.através da redução·deste número de graus 
de liberdade, supõe-se as lajes como indeformáveis nos seus pla-
nos.e tornando então, seus movimentos nestes planos, compatíveis 
aos de um corpo rígido (fig. II.7). 
Com esta simplificação resulta os seguintes graus de 
liberdade: 
- Cada laje se deslocará.independentemente segundo •as direções 
dos eixos X e Y, juntamente com uma rotação em torno do eixo 
vertical Z (deslocamentos u, v e e na fig. II.7). A estes 
movimentos denomina-se "deslocamentos de andar" e o ponto de re 
ferência para a medida dos mesmos é o obtido pela interseção do 
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Fig. II. 7 - Representação do movimento que o laje 
executa como carpa rígido. 
X 
eixo vertical Z com o plano da laje sob consideração (ponto A 
fig. II. 7). 
- Cada ponto nodal sofrerá uma rotação decomponível vetorialmen 
te nas direções dos eixos X e Y, juntamente com um deslocamen-
to vertical. Estes movimentos são designados. "deslocamentos in 
dependentes de nó". 
No caso de um determinado ponto nodal estar sendo de 
finido por um eixo de pilar no qual está sendo considerado o 
empenamento, é necessário adicionar neste nó, aos deslocamentos 
acima mencionados, um grau de liberdade que represente este fe-
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riômeno. Conforme ver-se-á -no capítulo III, este grau de liber-
dade adicional é a derivada do ângulo de torção do pilar. 
A fig. II.8 sumariza, em representação vetorial, os 
graus de liberdade considerados na análise. Setas com dupla 









a) Deslocamentos de andar. b) Deslocamentos independentes 
de no·. 
Fig . .II . 8 - Representação vetorial dos deslocamentos 
, considerados em um pavimento. 
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Do exposto acima, o numero total de graus de liber-
dade de.uma estrutura de edifício será: 
p [3 3] NGL = I * (NT-NP) + 4 * NP + (II.1) i=l 
onde: 
p - número de andares 
NP - número de pilares de seçao aberta no andar 
NT - número de pontos nodais no andar. 
II. 5 - VINCULAÇÕES EXTERNAS 
Vínculos externos sao todas as ligações da estrutura 
com o meio ao qual ela interage. Estes vínculos ou apoios, de-
verao ser em número suficiente para impedir o movimento de cor-
po rígido do sistema estrutural, servindo portanto para transmi 
tir para os suportes todas as cargas aplicadas sobre a estrutu-
ra. 
No caso de uma estrutura de edifício, é característ.!_ 
ca geral que a transferência das cargas para as fundações se 
processe somente através de apoios situados em sua base. Além 
disto, a rigidez dos blocos de fundação é muito grande, o que 
permite que estes apoios sejam tomados como engastes. Seguindo 
este raciocínio, na presente programação, os pilares situadosna 
base da estrutura são automaticamente considerados como perfei-
tamente engastados. Situações outras, tais como recalques dif~ 
renciais de apoio ou apoios elásticos em qualquer das direções 
de deslocamentos independentes de nó nesta base, também podem ser 















a) Engaste perfeito b) Recalque diferencial c)Apo10 elástica 
Fig. II. 9 - Situações de apoio. 
Pode-se considerar ainda apoios elásticos ao nível 
da laje de cada pavimento, na direção dos deslocamentos de an-
dar. Uma das vantagens destes apoios recai na análise de estru 
turas simétricas sujeitas a carregamentos simétricos 
item VI. 3 . 2) . 
II.6 - LIBERAÇÕES 
ver 
Todas as ligações entre os elementos que constitu-
em a estrutura são consideradas, a principio, como sendo rigi -
das. Situações de liberação, de qualquer dos deslocamentos in-
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dependentes de no, podem ser contornadas definindo-se externa -
mente (como dados de entrada no programa) as matrizes de rigi -
dez de todos os elementos que incidem neste nó, exceto, se for 
o caso, apenas de um destes elementos. Estas matrizes de rigi-
dez devem retratar a existência de tal liberação, ou seja, a 
linha e a coluna correspondente ao deslocamento liberado devem 
conter termos nulos e as demais modificadas de acordo com este 
fato. Como exemplo seja o nó representado na fig. II.lOa com 
rotações livres em torno dos eixos X e Y. Escolhendo-se os 
l 
membros Vl, V2 e PI como os elementos para os quais serão defi 
nidas as matrizes de rigidez, o esquema estrutural do exemplo f2 
de ser simulado como na fig. II.lOb. O elemento Pi estará "en 
gastado" no nó evitando assim a ocorrência de termo'nulo na dia 
gonal principal, correspondente ao grau de liberdade desta rota 
çao. 
Como caso particular, de ocorrência bastante comwn, 
um elemento pode estar rotulado em ambas as extremidades e tra-
balhando portanto como um elemento de treliça. Nesta situação 
ê suficiente que se introduza valores nulos para os momentos de 




a) Situação real b) Modelo 
Fig Il.10 Exemplo de liberação. 
II.7 - CARREGAMENTOS EXTERNOS 
Supõe-se que todas as cargas que atuam sobre a es-
trutura sejam de natureza estática, podendo ser verticais ou 
laterais. As cargas laterais aplicam-se diretamente sobre os 
andares na direção dos "deslocamentos de andar". Constituem-se, 
portanto, de duas forças nas direções dos eixos globais X e Y e 
de um momento de torção em torno de Z . O ponto onde :supõe- se 
estarem estas cargas aplicadas é o obtido pela interseção do 
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eixo vertical z com o plano da laje sob consideração {fig. II. 
8.a). Estas cargas são casos típicos do efeito do vento ou de 
um abalo sísmico sobre a estrutura. 
As cargas verticais sao aplicadas sobre as vigas ou 
diretamente sobre os pontos nodais nas direções dos deslocamen-
tos independentes de nó {fig. II.8.b). Existe a possibilidade 
de consideração automática do peso próprio da estrutura {de vi-
gas e pilares). 
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CAPÍTULO TII 
TORÇÃO E FLEXÃO DE ELEMENTOS DE SEÇÃO TRANS-
VERSAL ABERTA COM PAREDES FINAS 
III.l - OBJETIVO 
Neste capitulo desvia-se provisoriamente a atenção da 
quele que é o objetivo principal deste trabalho, para reprodu -
zir de maneira resumida a teoria aplicável aos elementos estru-
turais de seção transversal aberta com paredes finas* (hastes de 
paredes delgadas), objetivando dar subsídios à compreensao de 
sua aplicação às estruturas de edifícios. Por questão de espa-
ço não existe a preocupaçao com uma análise matemática muito 
detalhada desta teoria, mas tão somente quanto à apresentaçãode 
alguns pontos julgados de interesse para o entendimento da mes-
ma. Caso o leitor já esteje familiarizado com o assunto, pode-
rá passar diretamente ao item III.5, ou ao contrário, obter in-
formações complementares nas referências ( 1 ) , ( 2 ) , ( 3) e ( 4) . 
* .Esta teoria foi desenvolvida primeiramente pelo professor rus-
so V.Z. Vlasov, na década de 30, mas só obteve maiores atenções 
no mundo ocidental a partir de 1961, quando da tradução para 
o inglês do livro "Thin-Walled Elastic Beams", do referido pr~ 
fessor. 
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III. 2 - CLASSIFICAÇÃO nos: ELEMENTOS LONGITUDINAIS 
J;; comum a designação "elementos longitudinais ou 
unidimensionais" ·para caractetizar os elementos estruturais que 
possuem uma das dimensões - o comprimento - preponderando so-
bre as outras duas - as dimensões da seção transversal. 
elementos são esquematicamente representados por linhas 
Estes 
que 
representam seus eixos (eixos longitudinais), e podem ser subdi 
vididos em dois grupos distintos, dependendo da geometria da se 
ção transversal: 
- "elementos de seçao sólida" (fig. III.1.a) 
- "elementos de seçao aberta com paredes finas" (fig. III.l.b). 
1': necessário esta subdivisão porque o comportamento~ 
trutural de tais elementos é diferente sob efeitos de carrega-
mentos externos, principalmente torção .. J;; bom que se frise de 
imediato que um elemento de seção fechada, de paredes finas ou 
não, deve ser classificado para fins de análise como de seçao 
sólida. (Isto porque a rigidez à torção de um elemento de se-
ção fechada e comparavelmente maior que a rigidez à torção de 
um elemento de seção aberta, com geometria semelhante, de man·e.:!:_ 
ra que os efeitos de empenamento nestes elementos se torna irre 
levante) . 
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L >> d1 , L >> d2 
a) Elemento de seção só lida 
'v 
b) Elemento de seça-o aberta 
com pàredes finas. 
Fig_ III. 1 - Classificáça-o de elementos longitudinais. 
De acordo com o. professor Vlasov, .um elemento pode ser 










t as dimensões indicadas na figura (III.l.b). 
e 
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III.3 - OS -EFEITOS DA TORÇÃO EM UM ELEMENTO LONGITUDINAL 
t fato conhecido da Resistência dos Materiais que a 
aplicação de um momento de torção em um elemento longitudinal , 
de seção transversal não circular, resulta num empenamento nas 
seções transversais deste elemento. Percebido este fato é iro -
portante que se analise as situações em que existe ou nao res -
trição (impedimento) a este empenamento. Em primeiro lugar, se 
após a aplicação do momento de torção, as seçõestransversaisp'.)~ 
suirem a mesma forma deformada-, ou seja,· se os pontos situados 
sobre uma linha paralela ao eixo· do elemento sofrerem deslocam·en 
tos axiais idênticos em módulo, direção e sentido, diz-se que 
o empenamento está ocorrendo livremente (não existe restrição ao 
__ empenamento). Neste caso, a não variação· nos deslocamentos a-
xiais (E = aw = O 
z az z· é o eixo longitudinal) entre seções ad 
jacentes implica o nao aparecimento de tensões.axiais (oz=EEz=O). 
Por outro _lado, se a forma deformada nao e a mesma em 
todas as seções, diz-se que o empenamento.está restringido. Nes 
aw 
te caso, a variação nos deslocamentos axiais (Ez = ãz -f O) entre 
duas seções adjacentes provoca tensões.axiais e cisalhantes 
.( O ,; EE 1' 0 z z .. e T y -f O). Uma situacão como esta o~ X , 
correrá quando, por exemplo, uma das seções está engastada. 
Sabendo então que a restrição ao empenamento provoca 
tensões axiais e cisalhantes na seção transversal, deve-se pes-
quisar em que condições é necessário considerar estas tensões . 
Para os elementos de seção sólida, pode-se admitir como válida 
a hipótese de Saint Venant, que trata estas tensões como efeito 
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localizado nos pontos de aplicação dos momentos de torção, e po~ 
tanto desprezadas numa análise global da estrutura. Consequent~ 
mente, estando os efeitos torção-flexão desacoplados, são váli -
das as equações obtidas da hipótese de que as seções transversais 
permanecem planas após deformadas. Ao contrário, para os eleme~ 
tos de seção aberta com paredes finas, estas tensões assumem va-
lores que podem ser superiores aos provenientes da.flexão, além 
de se propagarem ao longo de todo o comprimento do elemento. Co-
mo consequência não será válida a hipótese das seções planas e 
as equações dela obtidas. 
Visto que os problemas de torção sobre elementos de seçao 
sólida e os de seção aberta com paredes finas devem ser tratados 
separadamente, existem as seguintes teorias sobre este fenômeno: 
- torção de Saint Venant - não considera as tensões oriundas da 
restrição ao empenamento e é aplicável portanto aos elementos de 
seção sólida, .com ou sem ·restrição ao empenamento e aos elemen -
tos de seção·aberta com paredes finas com·empenamento livre. 
- torção de empenamento (teoria de Vlasov) - por considerar as 
tensões oriundas da restrição' ao empenamento, é aplicável aos e-
lementos de seção aberta com paredes finas, com empenamento res-
tringido. J;': para esta teoria que este capítulo estará voltado. 
Informou-se até aqui que as seçoes transversais de elemen-
tos longitudinais sofrem empenamento sob ·torção. Para os elelrien 
tos de seção.aberta com paredes.finas este empenamento nao se 
limita a acontecer só devido a cargas de torção, mas também devi 
do a cargas axiais. Seja por exemplo, o elemento da figura III.2, 
sujeito a um carregamento externo autoequilibrado e com a seção 
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transversal inferior restringida. As tensões provenientes des-
te carregamento não são quantificadas pelas equações aplicáveis 



































Fig. m. 2 - Empenamento em um elemento 
carregado oxiolmente. 
No próximo sub-item ver-se-'á brevemente a torção de Saint 
Venant, enfocando sua aplicação aos elementos de seção aberta, 
já que tais informações serão utilizadas posteriormente. 
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III. 3 .1 - Torç·ão de sa:int Venant 
No caso da torção de Saint Venant, a relação existente en 
tre o ângulo de torção· e o momento de torção pode ser 
da sob a forma da seguinte equaçao diferencial ( 2 ): 
onde, 
</, ângulo de torção 
T5v(z) - momento de torção 
G módulo de elasticidade transversal 
I
2 
- momento de inércia à torção 
coloca 
(III.l) 
Para seçoes retangulares· I
2 
pode ser obtido pela equa -
çaot 
(III.2) 
sendo k uma constante obtida da tabela III.l, dependendo da 
relação d/t, e estas a maior e ·a menor dimensão da seção trans 
versal. 
d/t 00 10 5 3 2,5 2,0 1,5 1,2 1,0 
k 0,333 0,312 0,291 0,263 0,249 0,229 0,196 0,166 0,141 




Percebe-se na tabela III.l que para uma relação d/t > 10 
(a seção. transversal já pode ser considerada de paredes finas), 
a constante k tende a 1/3. Para o caso de uma seção formada 
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pela junção de vários elementos retangulares de paredes finas , 
formando assim uma seçao aberta, o momento de inércia da seção 
composta pode ser obtido pela soma dos momentos de inércia a 
torção de cada componente individualmente (fig. III.3). 
t 13 1 
Ir--- --·1 
1 






'1 4 3 ~ 1---- Iz = ! !!L!L k=I 3 
J 
Fig. m. 3 - Momento de ine'rcio 'o torção de umo 
seção aberta com paredes finas. 
Não. havendo.restrição ao empenamento, a distribuição 
das tensões de cisalhamento devidas à torção é linear na dire-






TSV momento de torção.aplicado à seçao 
(III.3) 





nha média da parede e variando de -t/2 a +t/2 
(fig. III.4) 







Fig. III .. 4 - Tensões de cisalhamento devidos 'o torção quando 
nõo existe restrição ao empenamento. 
III.3.2 - Torção de Empenamento 
Por definição, a espessura da parede de um elemento de 
seçao aberta é comparavelrnente menor que ·as outras dimensões da 
seçao transversal. Este fato permite que se torne as tensões 
provocadas pela restrição ao empenamento corno uniformemente dis 
tribuídas ao longo desta espessura e portanto que se trabalhe~ 
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penas com a linha média da parede. 
Para se obter a distribuição final das tensões axiais 
e de cisalhamento na seção transversal, deve-se partir do prin-
cípio da superposição de efeitos e supor o estado de deformação 
final como constituído da superposição de dois estados indepen-
dentes: 
- um, em que todas as seçoes se empenam livremente (torção de 
Saint Venant); 
- outro, em que existe restrição ao empenamento e cujas tensões 
são uniformemente distribuídas ao longo da espessura (fig.III.5). 
Em termos de tensões de cisalhamento, pode-se escrever: 
(III.4) 
Ou, em termos de momentos de torção: 
(III.5) 
onde, 
T momento de torção aplicado a seçao 
TSV - torção de Saint Venant 
Tw torção devida à restrição ao empenamento. 
Torção 









Fig. III.. 5 - Tensões de cisalhomento na tor~ão. 
z 
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III.4 - EFEITOS' COMBINADOS: DE' TORÇÃO-FLEXÃO-ESFORÇO NORMAL 
Na figura III. 6 representou-se um elemento genérico su!?_ 
metido a um carregamento que pode ser definido por cargas de 
torção mz(z) , cargas transversais qx(z) e qy(z) e a um es-
forço normal Nz. O sistema de referência adotado (a princípio) 
é triortogonal direto xyz, com sua origem num ponto qualquer 
do plano mais à esquerda e com os eixos x e y tendo orienta -
ção qualquer neste plano. Para simplificar a geometria admite-
se que_o elemento tem seção transversal constante ( a espessura 
da parede pode ser variável). 
X 
y 
Fig. m. 6 - Sistema de referência com indicação de 
esforços e carregamentos positivos. 
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III.4.1 - Hipóteses Simplificadoras 
A teoria de Vlasov baseia-se nas seguintes hipóte -
ses geométricas simplificadoras: 
1~ A forma geométrica da seção transversal, após a deforma -
ção, se projeta indeformada·num plano perpendicular ao eixo do 
elemento, independentemente do tipo do carregamento. Dito em 
outras palavras, não existe deslocamento no plano da seçao, en-
tre dois pontos nela situados. Desta maneira uma seçao poderá 
sofrer deformações fora de seu plano (inclusive se empenar) po-
rém gira, em torno de um eixo, como um corpo rígido. 
O resultado desta hipótese é que um carregamento 
transversal genérico, aplicado em uma seção qualquer, poderá ser 
substituído por outro, estaticamente equivalente ao apresent~ 
do na fig. (III.6). O problema estará resolvido conhecendo - se 
as tensões axiais e cisalhantes atuantes no plano da seção. 
2~ Despreza-se as deformações angulares provocadas pelas ten 
sões de cisalhamento. 
III. 4. 2 - Cinemática da Deformação 
Seja a seçao mostrada na fig. (III.7.a). C, de coor-
(situado sobre a linha média da parede) 




cy ! Y- cy--t 
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r~ Us s 
s' 
X X 
a) Componentes do,~ deslocamentos b) Rotação do Seção 
Fig :UL 7 - Deslocamentos de um ponto do seção 
Após a deformação o ponto S ,se desloca para S' . 
Designando-se (u,v,w) os deslocamentos do ponto C e (us,vs,ws) 
aqueles do ponto S, nas direções dos eixos (x,y,z) respectiv~ 
mente, pode-se escrever que, tendo em vista a hipótese de que a 
seção gira como um corpo rigido (Fig. III.7.b). 
= u - (III.6.a) 
(III.6.b) 
sendo ~ o ângulo de giro. 
Seja agora ~ e 11 os deslocamentos do o_onto 
"'s s s 
y 
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nas direções normal e tangente à linha média da parede, ~or sim 




= -u sen a s 
+ vs sena (III.7.a) 
+ vs cosa (III-7-b) 
Substituindo-se as expressoes (III.6.a) e (III.6.b) 
nas equações acima, resulta: 
~s = u cos a + v sen a + [- (y-cyl cos a + (x-cx) sen a] cp 
onde percebe-se que os termos entre colchetes sao as distâncias 
rn e r definidas na fig. (III.7.a). Então 
i';s = u cosa + v sena + rn cp (III.8.a) 
Qs = -u sena + v cosa + r cp (III.8.b) 
O deslocamento axial é obtido utilizando-se a hipót~ 
se de deformações angulares nulas: 
= + = o 
aw 
du s dv !!t ~ = dz sen a - cos a - r dz dz 




d<j, - r dz 
Multiplicando ambos os lados por ds e integrando, 
resulta finalmente 
onde, 
Ws = W - x du - y dv - w d<j, 
o dz dz dz 
w = J
s r ds 
o 
(III.9) 
Na equaçao (III.9) W
0 
representa um deslocamento 
uniforme de toda a seção, sendo w denominada coordenada seto-
rial. Para um ponto qualquer S (fig. III.8), a coordenadas~ 
torial é numericamente igual ao dobro da área varrida pelo raio 
vetor CO · , quando este gira em torno de C (chamado pólo) ,de~ 
de O (chamado origem)· até S, com sua extremidade móvel sobre 
a linha média da parede. Se o raio vetor CO gira no sentido 
anti-horário,os incrementos na coordenada setorial·são positi -





Fig. III. 8 - Coordenada setorial w 
Analisando-se a equaçao (III.9) percebe-se que o 
segundo e o terceiro termos são representativos de deslocamen -
tos axiais devidos â 
cujos ângulos medem 
rotação da 
dv du 
dz e dz 
seção em torno dos eixos x e y, 
, respectivamente (fig. III. 9) . 
Estas rotações, juntamente com o termo W, satisfazem a hipót~ o . 
se das seções planas. o quarto termo traduz portanto os efei -
tos do empenamento da seção, sendo -ª.'E. 
dz o grau de liberdade que 
representa este fato. A hipótese das seções planas é portanto 
um caso particular da teoria de Vlasov. Nesta equação as rota-
du dv 
çoes dz e dz são positivas·quando provocam deslocamentos a-
xiais positivos em quadrantes negativos (fig. III.9). 
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X 
a) Deslocamento uniforme. 
y 
X 









Fig. III. 9 - Graus de liberdade da seção transversal. 
Admitindo-se linearidade geométrica, as deformações 
sao obtidas pela equação: 
- X - y - w (III.10) 
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III. 4. 3 - Tens·ões Axiais 
Como o material é elástico linear (linearidade fí-




2u d 2v d2~ 






sendo E o módulo de elasticidade longitudinal. 
Da equaçao (III.11) pode-se definir as seguintes re 
sultantes de tensões, linearmente independentes: 
esforço normal (III.12.a) 
momento fletor em torno de x (III.12.b) 
M = J ºz X dA 
y A 
momento fletor em torno de y (III.12.c) 
bimomento (III.12.d) 
Pela maneira como estão definidos, estes esforços 
sao positivos quando tracionam fibras de coordenadas positivas. 
A equação (III.12.d) nao é conhecida nas teorias para elementos 
de seção sólida e define a resultante das tensões oriundas da 
restrição ao empenamento. 
Introduzindo a equaçao (III.11) dentro de cada uma 
das equaçoes (III.12), obtém-se: 
M = 
X 
M = y 
B = 
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-E t dW0 f AydA + d 2u dz dz 2 
-E t dW f AxdA + d 2u o dz dz 2 
f AxdA +
. d2v' f d2 <jJ 
. ydA + -2 
dz 2 A dz L-] 
... (III.13.a) 












JAyxdA + ª'l / "1 + dz 2 dz A A 
. . • (III.13 .e) 
-E [- dWO / - + a'; J Xu:àA + d2v / - + ª
2
l / w2dA J dz A dz dz2 A dz A A 
• . . (III.13 .d) 
As equaçoes acima representam as relações entre e~ 
forços (resultantes de tensões) e deslocamentos definidas para 
um sistema de referência arbitrário. As integrais que aparecem 
nestas equações dependem unicamente da geometria da seção tran~ 
versa! - funções x, y, w (e portanto da posição do sistema de 
referência), tendo seus significados definidos abaixo: 
areada seçao transversal 
momento estático de área em relação ao ei 
XO X 
Iwx= f AwydA 
I = 
JAwxdA wy 
Iw = J w2dA 
A 
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momento estático de área em relação 
ao eixo y 
produto de inércia 
momento de inércia em relação ao eixo x 
momento de inércia em relação ao eixo y 
momento estático setorial 
produto de enércia setorial em relação 
ao eixo x 
pwoduto de inércia setorial em relação 
ao eixo y 
momento de inércia setorial 
As equaçoes (III.13) resultaram com um aspecto nao 
muito conveniente para aplicações práticas, justamente 
a arbitrariedade existente na escolha da posição do 
devido 
sistema 
de referência. Pode-se no entanto quebrar esta arbitrariedade 
de maneira que as referidas equações resultem simplificadas. Ad 
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mitindo-se então que os eixos x e y passem pelo centróide da 
seção, os momentos estáticos de área sx e sy serão nulos. A-
lém disso, se a direção destes eixos coincidir com as direções 
principais de inércia, o produto de inércia será nulo. De 
maneira semelhante pode-se fixar o pólo e a origem - pontos ne-
cessários para a determinação das coordenadas setoriais (fig. 
III.8) - admitindo-se nulos I wx' I e s . o pólo, obtido pe-wy w 
la condição de que os produtos de inércia I e I sejam nu-wx wy 
los, e chamado pÓlo principal, enquanto que a origem, definida 
anulando-se S, é então, também chamada principal. O sistema 
w 
de coordenadas (x,y,w)obtido pelas condições acima é chamado 
"sistema de coordenadas principais". 
O pólo principal como definido acima é único na se 
çao e coincide com o centro de cisalhamento. Por definição,cen 
tro de cisalhamento é o ponto da seção sobre o qual devem es-
tar aplicadas as cargas transversais para que o elemento nao 
sofra torção. Admitindo-se então, que este seja o fato, as 
equaçoes diferenciais de equilíbrio resultarão desacopladas. 
Substituindo-se nas equaçoes (III.13) as condições 
que definem o sistema de coordenadas principais, tem-se: 
= EA 
d 2v 
MX -EI = --2 X dz 
d 2u M = EI 
dz



















_y_ (III.14.c) EI y 
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Introduzindo-se as equaçoes acima na equaçao (III.11) 
resulta então: 
(III.15) 
Convém frisar que as equaçoes (III.14) e (III.15) 
estão definidas para o sistema de coordenadas principais, e que 
portanto as cargas transversais devem ter seus pontos de aplic~ 
çao no centro de cisalhamento. Quando existe uma situação em 
que este fato nao ocorre, substitui-se tal carregamento por ou-
tro estaticamente equivalente e atuando no centro de cisalhamen 






Fig ill. 10 - Carregamentos equivalentes 
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III. 4. 4 - Tensões de Cisalhamento 
As tensões de cisalhamento nao podem ser obtidas d.!_ 
retamente da lei de Hooke (T = Gy), visto que, por hipótese ini-
cial, as distorções angulares y foram desprezadas. Estas ten-
sões no entanto podem ser obtidas estudando-se o equilíbrio lon-
gitudinal de um elemento típico de parede tal como o indicado na 
fig. (III.11). s é a coordenada que define a linha média 
parede e q = T •t o fluxo de cisalhamento medido na direção zs 
da 
tangente a esta linha. Notar que as tensões devidas à torção de 
Saint Venant (fig. III.4) não estão computadas na variável q. 
y 
s tsz tsz = t.zs 
X 
a) Coordenada s b) Fluxo de cisalhamento devido ao empenamento 
Fig m. 11 - Tensões de cisalhamento. 
48 
Fazendo somatório de forças na direção z, no limi 
te em que 6s e 6z tendem a zero, obtém-se: 
.z-9. + t as 
q = q -
ªº z 
h = o (III .16) 
Resolvendo esta equaçao para a variável q, tem-se: 
I
s ao 
__ z dA 
az 
o 
onde q e o fluxo de cisalhamento em s=O. Tomando a origem da 
coordenada s numa face externa da seção (fig. III.11), q é 
zero. (Faces externas são livres de tensões). Então, 
q = - Is ªºz dA (III.17) az 
o 
Introduzindo nesta equaçao a derivada primeira da 
equaçao (III.15), obtém-se: 
dM~dz 
IsydA -
dM/dz Is xdA - dB/dz Is illA q = -
IX I I y w o o o 
Sabendo que: 
dM X 
V dz = y esforço cortante na direção y 
e 
dM 
___:f_ = V dz X esforço cortante na direção x 






As integrais na equaçao (III.18) sao os momentos es 
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táticos de area em função de s 
Sx{s) = I:y{s) t{s) ds 
Sy(s) = fsx{s) t(s) ds 
o 






Os esforços fortantes Vx e Vy sao positivos quan-
do atuam nas direções positivas dos eixos x e y, vistos por 
um observador situado sobre o eixo z e olhando em direção con-
trária a este eixo. O sinal de V 
w fica definido pelo 
do bimomento. Somando à equação {III.19) a parcela das 








III.4.5 - Equações Diferenciais de Equilíbrio 
O terceiro termo na equaçao (III.20) correspbn-
de à parcela das tensões de cisalhamento oriundas da restrição 
ao empenamento. Para um esforço Vw positivo, num ponto em 
que Sw e positivo, estas tensões são negativas e causarão um 
momento de torção T , tomado em relação ao centro de cisalha-w 
mento, negativo. Mostra-se (2) então que: 
= -V w = 
dB 
dz 





Substituindo-se este resultado, juntamente com a 
equaçao (III.!), na equação (III.5), o.btém-se a relação entre o 
momento de torção aplicado à seção e o ângulo de giro resultan-
te: 
- E I 
w (III.23) 
Considere-se a seguir o segmento de elemento, de 
comprimento nz, apresentado· na figura (III.12). Supõe-se que 
o carregamento indicado esteja atuando no centro de cisalhamen-
to. Fazendo-se equilíbrio de forças e momentos nas direções dos 




Fig.IlI.12 - Segmento tipico de elemento de seção aberta. 
dV dM d 2M X 
-px(z) _y_ = V ----1 = -px(z) = dz dz X dz2 
dV dMX d
2M __y_ -py(z) = V X -py ( z) = dz dz 2 
= dz y 
dT 
-mz ( z) dz = 
Substituindo-se as relações acima nas derivadas das 
equaçoes (III.14 .b), (III.14.c) e (III.23), obtém-se: 




que sao as equaçoes diferenciais de equilíbrio na flexão, e 
- G I z = (III.24.c) 
que e a equaçao diferencial de equilíbrio da torção com empena -
rnento. 
As equaçoes diferenciais de equilíbrio da flexãore 
sultararn idênticas às correspondentes para um elemento de seção 
sólida. No caso da torção, o problema consiste em resolver a 
equaçao (III.24.c) obtendo-se ~(z). Com este resultado pode-se 
obter B (eq. III.14.d), TSV (eq. III.l) e 
daí as tensões provocadas por estes esforços. 
III. 4. 6 - Centro de Cis·a·lharne:nto 
T (eq. III.22) 
w e 
Seja a seçao mostrada na fig. (III.13). B , de co 
ordenadas bx e by e O, situado sobre a linha média da pare-
de sao dois pontos quaisquer no plano desta seção. Definindo -
se B corno pólo, a diferencial de área setorial num ponto de 








Fig. TII. 13 - Diferencial de a'rea setorial. 
cos Ct = 3Y ds e sena= 
dx 




Identicamente, a diferencial de área setorial para 
o pólo num ponto e, de coordenadas e : 
(III.27) 
A diferencial da diferença entre estas áreas seto-
riais e então 
Integrando ambos os lados e explicitando wc, vem: 
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= wB + (c -b )x - (c -b )y + k y y X X (III.29) 





as coordenadas do ponto O e 
entrando com estes valores na equação (III.29) resulta (em O, 




A equaçao (III.31) representa uma relação entre as 
coordenadas setoriais de um ponto qualquer, medidas com os pó-
los B e C e com a mesma origem O . 
Supondo-se então, que e seja o centro de cisalha 
mento, os produtos de inércia setorial são nulos: 
I = 
IA 
ywdA = o wx (III.32.a) 
e 
I = IA xwdA = O wy (III.32.b) 
Da substituição da equaçao (III.31) nas equaçoes a 
cima e admitindo-se que o sistema de eixos passa pelo centróide 
da seçao, resultam as coordenadas do centro de cisalhamento: 
I wxB e = b + X X I (III.33.a) 
X 
e 
e = b - IwyB y y Iy (III.33.b) 
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em que I e I sao os produtos de inércia setorial, 
wxB wyB em 
relação aos eixos x e Y respectivamente, com o pólo definido 
no ponto B e origem no ponto O. 
A origem principal pode ser obtida por procedimen-
to semelhante. Seja então a seção da fig. (III.14) com C o 
centro de cisalhamento, o1 uma origem arbitrária e o2 , por hi 
pótese, a origem principal. 
--r-------------- y 
e 
Wcos = Wcos- Wco o 
2 1 1 2 
X 
Fig. llI. 14 - Coordenadas setoriais de 
com origens diferentes. 
um ponto S 
A coordenada setorial de um ponto S, com origem 
o2 e pólo e e: 
wco s = wco s - wco o 
2 1 1 2 
(III.34) 
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Substituindo· esta equaçao na expressao. que anula o 
momento estático setorial vem: 
= f <wco s 
A 1 
de onde resulta, 
= 






A equaçao (III.35) define a coordenada setorial do 
ponto que e a origem principal, em função do momento estáticos~ 
torial da seção obtido com o pólo C e origem o1 . As coordena-
das setoriais principais ficam então definidas pela equação (III.34). 
Sempre que possível, pode-se simplificar o traba -
lho matemático descrito acima, observando-se que o centro de 
cisalhamento de uma seção com um eixo de simetria, está situado 
sobre este eixo. Em consequência, se a seção possui dois eixos 
de simetria, o centro de cisalhamento se encontra na interseção 
destes eixos e portanto coincide com o centróide. 
Fato curioso acontece com seçoes compostas de flan 
ges retangulares se interceptando num único ponto (seções em 
cruz, T ou L), para as quais, o centro de cisalhamento coincide 
com este ponto de interseção. Percebe-se que nestes casos, não 
se pode definir algum ponto sobre a seçao como origem para a de 
finição das coordenadas setoriais. Resulta que o momento de 
inércia setorial I e nulo e estas seçoes nao se empenam. Pa-w 
ra todos os efeitos de análise estas deverão ser classificadas 
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corno de seçao sólida. 
A tabela (III.2) apresenta as expressoes para o cál 
culo do momento de inércia setorial e da posição do centro de 
cisalharnento, de algumas seções que cornurnente aparecem na práti-
ca. 
III. 5 - APLICAÇÃO ÀS ESTRUTURAS DE EDIFÍCIO 
O que se viu neste capítulo tem aplicação imediata 
quando se tratar de um elemento isolado, com condições de con -
torno definidas. Surgem dificuldades matemáticas ao se tentar 
resolver urna estrutura reticulada hiperestática genérica, com -
posta pela associação de elementos de seção aberta e paredes f! 
nas, através do método dos deslocamentos. Ou seja, corno compa-
tibilizar os deslocamentos devidos ao empenamento em um nó de 
urna estrutura reticulada espacial. Este problema no entanto,f! 
ca prontamente resolvido, quando para o nó convergir apenas dois 
elementos, cujos eixos estão situados sobre urna mesma linha re-
ta, tal corno uma viga continua (fig. III.15). Neste caso, é na 
tural que se considere o empenamento na seçao mais à direita do 
elemento 1 (seção A), igual em módulo ao empenamento na seçao 
mais à esquerda do elemento 2 (seção B), e assim sucessivamente 
para os demais nós desta estrutura. 
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t r 5 
Iw = 
12 
e = 2 r [ 
[ 
3 6 e2 J 0-----;:y (0-sen.0) 
2 sen ( 0/2) - cos. ( 0/2) J 
0 - sen. QJ 
Tabela m. 2 - Momento de inercia setorial e centro de c1salhamento 




Fig. IIT. 15 - Seções A e B se empenam igualmente. 
No caso de uma estrutura de edifício, deve-se to -
mar um procedimento semelhante - considerar-se-á o empenamento 
apenas nos pilares verticais de seção aberta. Admite-se então, 
que o empenamento na seção superior de um pilar situado em um 
determinado andar seja igual em módulo ao empenamento na seçao 
inferior deste pilar porém situado no andar imediatamente supe-
rior. Caso alguma viga esteja conectada a um pilar com as ca -
racterísticas de seção aberta, esta terá uma participação indi-
reta no empenamento deste pilar. Isto e, por imposição de con-
tinuidade do material, a seção extrema da viga estará com seus 
deslocamentos (deslocamento vertical e rotações) definidos de 
acordo com os deslocamentos sofridos pelo pilar em questão. Se 
a viga tiver seção aberta, o possível empenamento que nela sur-
gir não será considerado. O mesmo raciocínio aplica-se aos pi-
lares inclinados. 
Computacionalmente considera-se os efeitos do emp~ 
namento introduzindo-se um grau de liberdade adicional ao ponto 
nodal definido pelo pilar vertical de seção aberta. Este grau 
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de liberdade e visualizado de imediato na equaçao (III.9). Nes-
ta equaçao, w
0 
representa o grau de liberdade correspondente 
ao deslocamento vertical, du/dz e dv/dz representam os 
graus de liberdade correspondentes as rotações em torno dosei-
xos y ex respectivamente e d$/dz representa o grau de li -
berdade correspondente ao empenamento (fig. III.9). 
Em suma, no presente trabalhoso serao considerados 
os efeitos do empenamento, em pilares verticais de seção aberta 
com paredes finas, desprezando-se este efeito nas vigas e nos 
pilares inclinados. Este procedimento simplifica bastante o pr~ 
blema sem prejuízo à precisão da análise, visto que são os pilares 




ANÃLISE DOS ELEMENTOS ESTRUTURAIS 
IV.l - VIGAS 
IV.1.1 - Sistema de Referência Local 
A posição de cada viga dentro do andar a que perten-
ce fica perfeitamente definida, conhecendo-se a numeração cor -
respondente aos nós de suas extremidades. Arbitrando-se uma 
destas extremidades como sendo a inicial, fixa-se automaticamen 
te a origem de um sistema de referência para esta viga. Tal 
sistema será denominado "sistema de referência local", e consi-
derado triortogonal direto xyz. O eixo x passa pelas extre-
midades do elemento e o eixo z é verti.cal, de sentido ascen -
dente, estando contido num plano de simetria da seção (figs.IV.l 
e IV.3). Os esforços internos nas seções das extremidades da 
viga estarão relacionados a este sistema. 
IV.1.2 - Graus de Liberdade 
Para se definir os graus de liberdade (deslocabilid~ 
des possíveis) dos extremos de uma viga, considere-se que todas 
as ligações entre os elementos estruturais são consideradas, a 
princípio, como sendo rígidas, e que o movimento que uma laje 
executa como um corpo rígido, não induz esforços internos nas 
vigas nela situadas. 
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Deduz-se daí que os graus de liberdade de cada extre 
midade de viga estão relacionados somente com os deslocamentos 
independentes de nó. Quando medidos em relação ao sistema de 
referência local da viga em consideração, estes deslocamentos 
sao as rotações nas direções x e y e a translação na direção 
vertical z, totalizando 6 graus de liberdade (fig. IV.1). Se 
alguma das extremidades da viga é um ponto nodal com 4 graus de 
liberdade (ligada a um pilar para o qual estão sendo considera-
dos os efeitos do empenamento), a compatibilização desta dife -
rença é feita através de uma matriz de transformação (item V.2.1). 
Fisicamente o que acontece, é que esta extremidade~ 
fre os mesmos deslocamentos (translação vertical e rotação) de-
vidos ao empenamento, que os sofridos pelo ponto onde esta se 
liga ao pilar. Estes deslocamentos geram esforços internos na 
viga, esforços estes dos tipos representados na figura IV.l. En 
tão, quando relacionados ao sistema de referência global, cada 
extremidade da viga poderá ter 4 graus de liberdade. 
z 
y 
Fig. IV. 1 - Grous de liberdade de uma viga no sistema de 
referincio local. 
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IV.1.3 - Matriz de Rigidez 
t sempre possível obter para um elemento longitudi -
nal, qualquer que seja a forma de suas seções transversais e 
do carregamento sobre ele atuante, uma relação entre os esfor-
ços internos e os deslocamentos, correspondentes às direções dos 
graus de liberdade definidos nas suas extremidades. Para oca-
so de uma viga, esta relação pode ser posta sob a forma da se-
guinte equação matricial: 
~L = ~VL !!vL + ~L 
O índice L nesta equaçao indica que a mesma 





senta os esforços de extremidade, ~VL os deslocamentos corres 
pondentes, ~EL os esforços de engastamento perfeito e ~VL a 
matriz de rigidez do elemento. Os esforços e deslocamentos são 
convencionados positivos quando vetorialmente apontam nas dire-
ções positivas dos eixos e, dentro da equação (IV.1) são dispo~ 
tos sob a forma de vetores-coluna, cujos termos são numerados de 
acordo com a figura ( IV .1) . A matriz de rigidez ~VL e quadr~ 
da, simétrica e de ordem 6 (6 graus de liberdade). Um termo 
s .. desta matriz, definido para uma viga não carregada no seu 
1] 
interior, é numericamente igual ao esforço na direção i, qua::i. 
do impõe-se sobre a viga um deslocamento unitário na direção j 
e mantendo fixas todas as demais direções de deslocamento i f j. 
A seguir serao reproduzidas as expressoes para o cá! 
culo das matrizes de rigidez dos tipos de vigas consideradas au 
tomaticamente na programação. 
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E módulo de elasticidade longitudinal 
G módulo de elasticidade transversal 































Iy momento de inércia da seção em relação ao eixo y 
L comprimento elástico (vão livre) da viga 
12 EI 
a = --~Y,__ 
x L2GA f 
X 
Ax área da seçao transversal 
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f - fator de forma para consideração das deformações do esforço 
cortante (f < 1) 





Fig. IV. 2- Viga de eixo reto com m(sulas retas verticais. 
A expressao analítica da matriz de rigidez (9) de 
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L 
(IV .3) 
foram definidos anterior -
mente, sendo os dois últimos referentes à seção transversal do 
trecho CD da figura (IV.2). Os demais parâmetros são os se -
guintes: 
1 
Fll = Fl4 = F44 = C44 Fss 
3C22 




c2s + 2C22 






c2s +. 2C55 
= = e a 
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2(c+l) 2 2(c+l) 2 
k3 = ~og (c+l) _ c(3c+2)j 1 k4 
1 log(l+g) 3 - -2 (c+l) 2 g e 
H-h H-h e = 11 g = h-0,63b 
com os termos H,h,b,la e lb definidos na figura (IV.2). 
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IV.1.3.3 - VIGA DE EIXO CIRCULAR E SEÇÃO TRANSVERSAL CONSTANTE 
z y 
Fig. IV.3- Viga de eixo circular-eixos locais, graus de liberdade 
e angula central. 
Segundo consta na referência (7), é difícil estabe-
lecer-se a expressão analítica da matriz de rigidez de um ele -
mento de eixo circular. Neste caso é preferível obter-se inici 
almente a matriz de flexibilidade de um dos extremos da viga,p~ 
ra que a partir desta se consiga, por inversão, a matriz de ri-
gidez correspondente a esta extremidade. A matriz de rigidez na 
sua forma completa é então obtida por equilíbrio e simetria. 
Para ilustrar o processo acima, ~VLbb designa a m~ 
triz de flexibilidade (suposta conhecida) da extremidade final 
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da viga (ponto B - fig. IV.3), ou seja, 
~VLbb = (IV. 4) 
Por sua vez, a matriz de rigidez da viga, na sua forma completa, 





Nesta divisão reconhece-se §VLbb como a submatriz correspon -
dente à extremidade B, inversa portanto de ~VLbb. Mais esp~ 
cificamente, 
-1 
§VLbb = ~VLbb = (IV. 6) 
Na figura (IV.4) representa-se os esforços nas extre 
midades A e B da viga quando impõe-se um deslocamento unitá -
rio na direção 4 e mantendo-se nulos todos os demais desloca -
mentos (i i 4). Estes esforços (são coeficientes de rigidez) 
constituem a quarta coluna da matriz de rigidez da viga. Como 
os esforços na .extremidade B sao agora conhecidos (eq.IV.6),~ 
queles correspondentes à extremidade A, parte integrante de 







B 1 ~SvL44 
SvL64 ~ 
X 
Fig. IV. 4 - Esforços de extremidade para um deslocamento unitário 
na direção 4, mantendo os demais nulos. 
(IV. 7) 
Repetindo o raciocineo anterior para as direções 5 
e 6 obtém-se o restante de ~VLab, após o que a submatriz ~VLba 
fica determinada pela condição de simetria da matriz de rigidez 
t 
s = s -VLba -VLab (IV. 8) 
Num passo seguinte, de maneira semelhante ao mostra~ 
do na figura (IV.4), define-se ~VLaa por condições de equilí-
71 
brio. 
Os coeficientes de flexibilidade (eq. IV.4), a partir 
do quais pode-se obter a matriz de rigidez de uma viga de eixo 
circular, foram obtidos da referência (9) e estão transcritos a 
baixo: 
FVL45 = FVL54 = o 
FVL46 FVL64 
R2 





cl = GI EIY X 
= FVL65 = -R sen(8/2) FVLSS 
R3 rc 2 
+ EIY Lcl sen (8/2) 
Cl = (8/2 +se~ª> 
IV.1.3.4 - VIGAS ESPECIAIS 
- 4 sen(8/2)cos(8/2)] + 
sen e 
c 2 = e/2 - , 2 
Conforme foi definido no item II.6, vigas especiais 
sao aquelas que, ou nao se enquadram dentro das acima especifi-
cadas ou que possuam liberações em suas extremidades. Estas vi 
gas poderão ser incorporadas na análise pelos procedimentos es-
pecificados abaixo: 
- Conhecendo-se a matriz de flexibilidade da extremidade final 
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da viga, pode-se obter sua matriz de rigidez por processo idên-
tico ao descrito no item anterior (equações IV.4 a IV.8). Nes-
te caso, no entanto, a viga não poderá ter articulações em suas 
extremidades. 
- Fornecendo-se diretamente a matriz de rigidez na sua forma cem 
pleta, pode-se analisar vigas de qualquer forma de seção tran~ 
versal, com ou sem articulações em suas extremidades. Quando 
tal articulação existe, os coeficientes da linha e da coluna 
correspondentes a esta direção serão nulos e os demais 
modificados de modo a considerar este fato. 
termos 
Pelo exposto acima, verifica-se que nao existe res 
trição no que diz respeito aos tipos de vigas possíveis de se -
rem analisadas. 
IV .1. 4 - Esforços de Engastamento Perfeito 
o cálculo dos esforços de engastamento perfeito ê ne 
cessário, em urna primeira etapa da análise da estrutura, para 
que a partir destes possa-se obter as cargas nodais equivalen -
tese então, os vetores de carregamento. Posteriormente estes 
mesmos esforços constituirão uma parcela dos esforços de extre-
midade da viga (eq. IV.l). 
A seguir serao apresentadas as expressoes para o cál 
culo dos esforços de engastarnento perfeito, para os tipos de vi 
gas citadas anteriormente e para os casos de carregamento que 
mais cornumente ocorrem na prática. Convenciona-se corno positi-
vas as cargas verticais que atuam no sentido contrário do eixo 
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z (cargas permanentes e acidentais devidas à gravidade). Os es 
forças de engastamento perfeito são positivos, nas direções po-
sitivas dos eixos locais (fig. IV.5). 
O problema que surge quando sobre a viga estiver atu 
ando um carregamento diferente dos relacionados abaixo, pode ser 
contornado simplificando o referido carregamento de forma tal 
que este se ajuste àqueles cujos esforços de engastamento per -
feito são calculados automaticamente. Por exemplo, pode-se si-
mular um carregamento distribuído segundo uma lei qualquer por 
uma série de cargas concentradas. Para fins de ordem prátic~e~ 
te procedimento é suficientemente preciso. 
IV.1.4.1 - VIGA DE EIXO RETO E SEÇÃO TRANSVERSAL CONSTANTE 
z 
y 




í:i J l l ! I I l l l i l l ~q 
l a i b ! L 
b) Carga concentrada c) Carga distribuída total 
, Qadflliqb 




j a l b i i a ( b 
f) Cargo momento fletor g) Cargo momento de torção 




Carga Concentrada (fig. IV.5.b) 
AELl = AEL4 = o ~L3 = 
Pb r + a (b-a) J L L2 (l+ax) 
AEL2 
Pb 2 
- AEL3L) / 2 = (-L 
Carga Distribuída Total (fig. IV.5.c) 
~Ll = ~L4 = O 
= qL2 
12 
Carga Distribuída Parcial (fig. IV.5.d) 
c = (b-a)/2 
= AEL4 = O 
AEL6 = p - ~L3 
=~ 
2 
= ~ I(L-c-a) + [c 2- (a+c) (L-c-a)] (2a+2c-L)l 
L L2(l+ax) j 
= ~ [:=2 
L 3 
;i AEL3L 
+ (L-c-a) J - 2 
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Carga Trapezoidal (fig. IV.5.e) 
Os esforços de engastamento perfeito deste tipo de 
carregamento poderão ser obtidos superpondo os esforços devidos 
a um carregamento triangular (q = qb - qa) com os devidos a um 
carregamento distribuído parcial (q = qa). As equaçoes abaixo 
correspondem então, somente à parte triangular do carregamento. 
b-a c = -3-
~Ll = AEL4 = O 
AEL3 ií" [L-a-2c) + . bc
2








~ G> +2 (L-a-2c) ~ - ~L3L 8L 2 
~L6 
3 
qc - AEL3 = 2 
~LS = AEL6(L-a- 2cJ - AEL3(a+ 2cJ - ~L2 
Carga Momento Fletor (fig. IV.5.f) 
AELl = AEL4 = o 






Carga Momento de Torção (fig. IV.5.g) 
~Ll = - L 
tb 
~L4 
ta = - L 
~L2 = AEL3 = ~LS = AEL6 = O 
Para as expressoes acima, ªx foi definido em (IV.1.3.l). 
IV.1.4.2 - VIGA DE EIXO RETO COM MÍSULAS RETAS VERTICAIS 
z 
y 
o) Esforços de engostamento perfeito. 
1P 
11 ~ J J I I I I ,[ .[ I I I ~q 
! a j b ! L 
b) Carga concentrada c) Carga distribuída total 
Fig. IV. 6 - Cargas sobre vigas de eixo reto com mísulas retos. 
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Carga Concentrada (fig. IV.6.b) 
AELl = ~L4 = o 
AEL2 = SVL25'll - SVL23'll2 1 
AEL3 = SVL35'lll - SVL33'll2 
~LS = SVL25"lll + SVL35"ll2 







S S -s2 S S -S2 a e b a e b 
sa = SVL55' + SVL22" 
sb = -SVL35' + SVL23" 
se = SVL33' + SVL33" 
Nas definições acima, os termos indicados com plicas 
sao os correspondentes à matriz de rigidez do elemento (eq.IV.3), 
definida com as seguintes modificações: 
- Para os termos com uma plica (paràmetros a esquerda do ponto 
de aplicação 
la 
Àa = a 
da carga) , 
L = a 
- Para os termos com duas plicas (paràmetros a direita do ponto 
de aplicação da carga), 
lb 
Àb = b L = b 
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Carga Distribuída Total (fig. IV.6.c) 
AELl = ~L4 = O 
~L2 = -
gL2 
12 G2 ~L5 
~L3 = 
2 
(AEL2 + AELS - g~) / L AEL6 = -AEL3 + qL 
onde: 
6 C55 B2 - 3 C25 B5 6 C22 B5 - 3. c2s B2 
G2 = G5 = 
4 C22C55 




Àb = = L L 
2 3 4 4 B2 = l-6Àa(l-2k1+2k2) + 8Àa(l-3k1+6k2-3k3) - 3(Àa-Àb) (l-4k1+12k2-12k3+ 
k = 4 
3 
+4k4l - 4Àb(l-3kl+6k2-3k3l 





Os demais termos foram definidos no item (IV.1.3.2). 
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o) Esforços de engostomento perfeito. 
z y z y 
q 
X X 
b) Cargo concentrado. c) Cargo distribuído. 
Fig. IV. 7 - Cargos sobre vigas de eixo circular. 
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De modo idêntico ao salientado em (IV.1.3.3), quando 
da obtenção da matriz de rigidez, não são apresentadas expres -
sões analíticas para o cálculo dos esforços de engastamento pe~ 
feito para este tipo de viga. O problema consistirá em resol -
ver a viga das figuras (IV.7.b) e (IV.7.c) pelo método da flex! 
bilidade, adotando-se como sistema principal esta mesma viga, mas 
com a extremidade B livre e obtendo-se consequentemente os 
esforços reativos. 
As equações de compatibilidade de deslocamentos cor-
respondentes à extremidade B, quando postas sob a forma matri-
cial tomam o seguinte aspecto: 
PvLb + ~VLbb ~ELb = o [IV.9) 
pVLb é o vetor-coluna dos deslocamentos da extremi-
dade B no sistema principal, quando sobre este atuam as car -
gas externas, ~VLbb ê a matriz de flexibilidade e ~ELb os 





F = S -1 -VLbb -VLbb, tem-se: 
= PVLb 
Pré-multiplicando ambos os lados por ~VLbb, resulta: 
(IV.10) 
~ELb = - ~VLbb PvLb (IV.lll 
ou, na forma expandida: 
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~LS = 
Obtidos os esforços na extremidade B (eq. IV.11), ~ 
queles correspondentes à extremidade A são obtidos por equilf 
brio. 
As expressoes para o cálculo de ~VLb, para os ca -
sos de carga concentrada e carga distribuída total, estão trans 
cri tos abaixo (ref. ( 9 ) ) . 





c = sen(8/2)cos(8/2) - sena cosa + a - 8/2 
d = sen(8/2)cos(8/2 - sena cosa + 8/2 - a 
DVL4 = 
PR2 ~ + d cos ª+sena - sen(8/2)] - GI 2 X 
PR2 
[a 
cos ~ + EI + c 2 y 
+ 
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~ = ~~: ~ s~ ª - b - cos(6/2)+ cos ~ + ~~: ~ ·~ ª - ~ 
PR
3 e e e l\,r,G = GI {sen(2 - a)+(a- 2)-cos(2) 
X 
E+c co~ a + sen a -
- sen(-)-(a- -)cosa + sen(-) e e· ~ e 
2 2 2 
As açoes correspondentes a extremidade inicial sãoob 
tidas por equilíbrio: 
Os ângulos a e e estão indicados na fig. (IV.7.b). 
Carga Distribuída Total (fig. IV.7.c) 
2 
e sen e + sen 6) 
2 
Os esforços na extremidade A sao: 
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= q R 8 Yg 
q R 8 L 
= L AEL6 - AEL5 - 2 
~L3 = q R 8 
IV.1.4.4 - VIGAS ESPECIAIS 
Os esforços de engastarnento perfeito para as vigas 
especiais devem ser calculados a parte e fornecidos corno dados 
de entrada na programação. Se a viga tem alguma articulação,o 
esforço correspondente a esta direção deve ser nulo e os demais 
modificados de acordo com este fato. 
IV.2 - PILARES 
IV. 2 .1 - Sistema de Ref·e:réncia Local 
De maneira idêntica ao estabelecido para as vigas,é 
necessário adotar-se um sistema de referência local para cada 
elemento pilar. Considera-se que os eixos que constituem este 
sistema formam um triedro direto, com sua origem na extremida-
de inferior do pilar e com os eixos x e y paralelos aos ei -
xos principais de inércia da seção transversal. Consequente -
mente o eixo z é longitudinal e coincide com o eixo do ele -
menta (figs. IV.8.a e IV.8.b). Conforme já mencionado em 
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(III.3.3), independentemente do pilar ser de seçao sólida ou 
seçao aberta, seu eixo fica definido pelo centro de cisalhamen-
to da seção transversal. 
IV. 2. 2 - Graus de Liberdade 
Em relação ao sistema de referência local, um pilar 
poderá sofrer todas as deslocabilidades possíveis de um elemen-
to de pórtico espacial. Sendo assim, um pilar de seçao sólida 
terá 12 graus de liberdade e um de seção aberta 14 graus de li-
berdade. Para ambos os casos, as figuras (IV.8.a) e (IV.8.b) e~ 
clarecem que,numa situação mais geral, o centro de cisalhamento 
(CC) pode não coincidir com o centróide da seção (CG). Os mo -
mentes fletores, juntamente com o esforço normal, são represen-
tados por vetores cujas linhàs de açao passam pelo centróide, 
enquanto que as resultantes dos demais esforços passam pelo cen 





o) Pilar de seção sólido. b) Pilar de seção aberto. 
Fig. IV. 8 - Grous de liberdade de pilares no sistema de eixos locais. 
IV.2.3 - Matriz de Rigidez 
A expressao que relaciona os esforços de extremidade 
e os deslocamentos correspondentes, para um elemento pilar com 
carga no seu interior, tem uma forma matricial semelhante à e-
quaçao ( IV .1) • 
~PL = ~PL ~PL + ~EPL (IV.12) 
~PL representa os esforços de extremidade nas dire-
çoes dos graus de liberdade indicados nas figuras (IV.8.a) e 
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(IV.8.b), cujos termos estão dispostos num vetor-coluna e nume-
rados de acordo com estas figuras. QPL e ~PL representam os 
deslocamentos e esforços de engastamento correspondentes, res -
pectivamente, e §pL a matriz de rigidez do pilar. Para oca-
so de um pilar de seção sólida esta matriz é simétrica e de or-
dem 12 e para um pilar de seção aberta, simétrica e de ordem 14. 
Com respeito aos esforços de engastamento perfeito, 
cumpre informar de imediato que no presente trabalho não sãocon 
siderados pilares carregados lateralmente. Por conseguinte,não 
sao calculados esforços de engastamento perfeito e a parce-
la A_ na equação (IV.12) é nula. (As cargas laterais sao ~~PL 
aplicadas diretamente sobre os andares nas direções dos desloca 
mentos de andar). A equação (IV.12) reduz-se então a 
~PL = §pL QPL (IV.13) 
IV.2.3.1 - PILAR DE EIXO RETO E SEÇÃO SOLIDA CONSTANTE [ig.IV.8.a) 
tes: 
Os parâmetros que aparecem nesta matriz sao os segui~ 
E módulo de elasticidade longitudinal 
G módulo de elasticidade transversal 
L comprimento elâstico do pilar 
Ix - momento de inércia da seção transversal em relaçãoao 
eixo centroidal paralelo ao eixo x 
Iy idem em relação ao eixo y 













- Área da seçao transversal multiplicada pelo coeficie~ 
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sendo êPL 2l a transposta de êPLl 2 . 
IV.2.3.2 - PILAR DE EIXO RETO E SEÇÃO ABERTA CONSTANTE 
(Fig. IV.8.b) 
Para se obter os coeficientes da matriz de rigi-
dez deste tipo de elemento, considere-se as equações (III.11.a) 
e (III.23.a,b,c) vistas no capitulo anterior. Corno o sistema 
de referência local do pilar é o sistema ortogonal principal 
(x,y,w), estas equações podem ser aplicadas diretamente. Por 
sua vez, a equação (III .11. a) ( referente ao esforço norrnaD e 
as equações (_III.23.b e c) (referentes a flexão) são idênti-
cas às relativas a estes esforr:os para um elemento de seção só-
lida, resultando que os coeficientes que são obtidos através d~ 
tas equações são idênticos aos correspondentes na equação (IV.14). 
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No Apêndice A estão deduzidos os coeficientes de 
rigidez referentes aos efeitos torção-empenamento obtidos pela~ 
quação (III.23.d). A matriz de rigidez resultante é apresentada 
na equação (IV.15). 
Os parâmetros que aparecem nesta matriz, nao de-
finidos na equaçao (IV.14), são os seguintes: 
G 
Ch = cosh kL 
Sh = senh kL 
K = 2 - 2 cosh kL + kL senh kL 
k=~ 
Eiw 
Iw = momento de inércia setorial 
~PLll ~PL12 
~PL = (IV.15) 
~PL21 ~PL22 
92 
4+a. EI 6 Eix X X o o o o o 
1+a T l+a L2 X X 
4+a EI -'6. EI 
__Y.-S. o o __ =:.y o o l+a L l+a L2 y y 
. ·EAz 
o o o o L 
~PLll= 
G(Wi..: s:l o o -G(Ch-ll 
simétrica 
12 E~y o o l+a L y 
12 Eix o 
l+ax L3 
G k Sh 
2-ax Eix o o o o -'6 EIX o 
l+a L l+~ i.T X 
2-a EI 
6 E~y o __y_ =:t. o o o o 
l+a L l+a L y y 
o o -EAz o o o o L 
o o o - Sh o o G(Ch-ll 
êPL12= 
G(k-L) 
o -'6 E~y o o -12 E~y o o l+a L l+a L y y 
6 Eix o o o o -12 Eix o 
l+~ i.T l+~ L3 
o o o -GCCh-ll o o -G k Sh 
§a22= 
4+a .. EI 





l+a y L 
s:inÉtrica 





IV.2.3.3 - PILARES ESPECIAIS 
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.--6 E1x o o o 
l+axL2 
o 
6 · -EI 
l+ay~ 
o o 
o o o o 
- Sh 




12 Eix o 
l+ax L3 
G k Sh 
No presente trabalhoso sao considerados pilares 
especiais com 12 graus de liberdade. Estes poderão ser intro-
duzidos na análise da estrutura, desde que se conheça sua ma-
triz de rigidez em forma completa (neste caso podendo haver 
articulações em suas extremidades.)_ ou a matri.z de flexibilida-
de de sua extremidade superior. Nesta segunda hipótese, o 




TRANSFORMAÇÕES ENTRE SISTEMAS DE REFERÊNCIA 
V .1 - GENERALIDADES 
As equaçoes (IV.1) e (IV.13) estabelecidas no capi-
tulo anterior - relações entre esforços e deslocamentos nas 
direções dos graus de liberdade definidos nas extremidades do 
elemento - foram definidas no sistema de eixos locais do elemen 
to. Estas equaçoes devem ser transformadas para o sistema de e! 
xos globais, porque a matriz de rigidez da estrutura e os veto-
res de carregamento, que constituem o sistema de equações de e-
quilíbrio, devem estar relacionadas a um referencial Único. 
V.2 - VIGAS 
Na figura V.l representou-se uma viga cujos extremos 
elásticos A e B estão excentricamente conectados aos pontos no-
dais J e K. As excentricidades xi, yi, xf e yf sao medidas nas 
direções dos eixos locais da viga e estão mostradas nesta figura 
com seus valores positivos. Conhecidos tais valores, juntamente 
com as coordenadas (X.,Y.) e (Xk,Yk) dos pontos nodais J e K (me 
J J -
didas em relação ao sistema global de referência), os demais pa-





= (Yk-Yj)C + (yi-yf){xk-xj) 
(Xk-Xj)2 + (Yk-Yj)2 
= (Xk-Xj)C .+. (yf-yi) (Yk-Yj) 
(Xk-Xj)
2 
+ (Yk-Yj) 2 
a 
...1---------------------~x 
Fig V 1 Viga com excentricidades em relaça-a aos pontos nadai~ 
(V .1) 
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V. 2 .1 Ma triz de Tran:s·forrnação 
A matriz de transformação relaciona os deslocamentos 
entre os extremos A e B da viga, com os pontos nodais J e K res-
pectivamente. Numa situação mais geral, estes pontos poderão 
estar sendo definidos pelo eixo (centro de cisalhamento) de pil~ 
res de seção aberta, para os quais se considera os efeitos do em 
penamento e portanto ter 4 graus de liberdade cada (fig. V.2). 
z 
Dyr7t / DvT6 
K 
------x 
Fig V. 2 - Deslocamentos dos extremos A e B da viga e dos 
pontos nodais Je K 
As equaçoes de ligação (a partir das quais se define 
a matriz de transformaçãol podem ser obtidas com a equação (III.9). 
Conforme especifica esta equação, ao se trabalhar com o 
de eixos principais, o deslocamento axial de um ponto da 
sistema 
-seçao 
transversal é obtido pela soma de 4 parcelas linearmente indepeg 
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dentes. Sendo assim, admitindo-se que o empenamento no pilar 
seja nulo, a seção deste permanece plana após deformada, o 
que permite escrever de imediato: 
DvL1 = °'1T1 
DvL2 = DvT2 
DvL3 = DVT3 - yi ~l - x. l ~2 (V. 2) 
DVL4 = DVTS 
DVLS = DVT6 
DVL6 = DVT7 - yf DVTS + xf DVT6 
onde DVLi (i=l,6) sao deslocamentos dos pontos A e B e DvTi 
(i=l,s) aqueles dos nos J e K. 
-Quando a seçao transversal superior do pilar sofre 
um empenamento definido por , o ponto onde a viga se li-
ga ao pilar sofre um deslocamento axial que, de acordo com a 
equaçao (III.9) e dado por: 
w = - w dcj> 
s s dz (V. 3) 
sendo a coordenada setorial deste ponto. 
As derivadas deste deslocamento, em relação aos ei-
xos x e y (eixos locais da viga) definem as rotações da se-
çao extrema da viga em relação aos eixos y ex respectivamen-
te. Deixando-se que o sinal seja incorporado posteriormente(~ 
mo dado de entrada), de acordo com cada caso particular, se-
gue-se que (ver Apêndice B): 
dWs = . dws d<j) 












Reescrevendo as equaçoes (V.3), (V.4.a) e (V.4.b) , 




f\rT4 lJvL4 = 
. 
DvTs = dy . dy 
dw. dwf 
DvL2 
l . lJvT4 DvLs . lJvTs (V. 5) = dx = dx 
-Sob forma matricial, as equaçoes (V.2) e (V.5) soma 
das (superposição de efeitos), tomam o seguinte aspecto: 
dw. 




Dvr.2 o 1 o 
l o Dv.r2 dx 
DvL3 = -yi -x. l 1 -wi l\lr3 
Dvr,4 1 o o 
dwf 
l\lr4 dy 
Dvr.s o o 1 o 
dwf 
Dvr5 - dx 
DvLG -yf xf 1 -wf °vT6 
DvT7 
Dvrs 
Ou, em forma cornpacta,pode-se escrever: 
D = T D (V. 6) 
vL -v -VT 
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A relação contragradiente que existe entre desloca-
mentos e resultantes de tensões conduz a es'crever: 
Avr1 1 o -yi Av:L1 
Avr2 o 1 -x. o Avr.2 ]. 
Avr3 o o 1 Av:L3 
Avr4 = 
dwi dwi 
-wi AVL4 dy ãx • 
Avr5 1 o -yf AvLs 
Avr6 o 1 xf AVLG 
Avr7 o o o 1 -
Avra 
dwf . dwf 
dy dx -wf 
Isto e, 
= {_V. 7) 
Substituindo-se a equaçao CV.5) na equaçao (IV.1) e 
t 
pré-multiplicando ambos os lados desta equação por !y, resul-
ta: 
De acordo com (V.7), esta simplifica-se para: 
(V. 8) 
que relaciona os deslocamentos e esforços nos pontos nodais J e 
K, na direção dos eixos locais da viga. 
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V.2.2 - Ma'triz dê Rotação 
Através da matriz de rotação obtém-se os deslocanien 
tos dos pontos nodais J e K, na direção dos eixos globais. 
y 
)( 
Fig V.3 - Roloça-o de eixo para vigas 
Tendo como base a fig. CV.3), obtém-se de imediato 
(os vetores Dv,r3 , DvT 4 , DVT 7 e ~ 8 têm a direção do eixo z 
e portanto não se decompõem): 
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Dvri cos CI. sen CI. o o J\rG1 
Dvr2 sena cos CI. o 
o 
Q DvG2 
IlvT3 o o 1 o J\rG3 
DvT4 = o o o 1 °'1G4 
• 
DvTs cos CI. sena o o °'JG5 
DvT6 -sena cos CI. o o IlvG6 
o 
IlvT7 o o 1 o DvG7 
DvTs o o o 1 DvGs 
ou 
(V .9) 
De maneira idêntica, os esforços nos pontos nodais 
J e K, na direção dos eixos globais, são expressos em função dos 
correspondentes esforços nas direções dos eixos locais, 
equaçao: 
t 




Substituindo a expressao (V.9) na equaçao (V.8) , 
pré-multiplicando ambos os lados por ~ e tendo em vista a e-
quação (V.10), obtém-se: 
t Tt ~ t (V .11) ~G = !3v -V §vL !v !\, 12vG + !v ~EL 
Fazendo: 
~VG = ~ Tt S T fy D e -V -VL -V - -VG 
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, resulta 
~G = ~VG ~VG + ~EG (V .12) 
que representa a relação entre esforços e deslocamentos na dire 
çao dos eixos globais, para uma viga com cargas no seu interior. 
V. 3 - -PILARES 
V. 3 .1 -· Pilares de Seção Aberta 
Conforme jâ mencionado no capítulo II, no presente 
trabalhoso são considerados os efeitos do empenamento em pila-
res de seção aberta que sejam verticais, sem alteração na posi-
çao do seu eixo ao longo da altura da edificação. Seja então o 
exemplo genérico da fig. (V.4.a), para o qual o centróide (CG 
não coincide com o centro de cisalhamento (CC), estando o pri -
meiro definido através das coordenadas xg e Yg' medidas no sis-
tema de eixos locais do pilar (x e y -sao paralelos aos eixos 
principais de inércia da seção). o ângulo y que localiza es-
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b) Angulo 1 
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V.3.1.1 - Matriz de Transformação I 
A matriz de transformação I relaciona os desloca-
mentas Crotações em torno dos eixos :x e y e deslocamento ver-
tical) entre os pontos nodais J e K e os pontos A e B, respecti-
vamente. Como o empenamento pode ocorrer independentemente dos 
demais graus de liberdade, pode-se admiti-lo nulo e escrever a 
seguinte expressão matricial: 
= (V.13) 
em que os graus de liberdade correspondentes a 9PL e 9PTI es-
tão numerados sequencialmente nas figs. (V.4.a) e (V.4.b), e 
1 
'!pr o o o - - -
o I o o (V .14) 
'!pr 
- - -= 
o o 1 o '!pr -
o o o I - - - -
( 14xl4) 
1 o o 
1 
'!pr = o 1 o (V .15) 
Yg -x g 1 
Da mesma maneira, a relação entre os corresponde~ 
tes esforços e a seguinte: 
~TI = ~L (V .16) 
Substituindo a equaçao (V.13) na equaçao (IV.13), 
pri1.-multiplicando esta Última por !;1 e tendo em vista a equa -
ção (V.16), resulta: 
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t 
~TI= !pr ~PL !pr QPTI (V .17) 
V.3.1.2 - Matriz de Rotação 
Com a matriz de rotação obtém-se os deslocamentos nos 
pontos nodais J e K, na direção dos eixos globais (~PR). Sendo o 
pilar vertical, apenas os graus de liberdade cujos vetores estão 




-em que pPR obedece a mesma numeraçao sequencial indicada na 
fig. (V.4.b) e 
Rl o o o -y - -
o R2 o o 
R -y - --y = Rl o o o y 
o o o R2 - - - y 
com 
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cos Y. sen Y. o o 
1 -sen y cos y o o 
R = -y o o 1 o 
o o o 1 
e 
cos y sen y o 
R2 = -sen y cos y o -y 
o o 1 
Identicamente, a expressao que designa os esforços 
nos pontos nodais J e K, na direção dos eixos globais é: 
~PR = ~TI (V .19) 
com a qual se obtém, tendo em consideração as equações (V.17) e 
(V.18): 
~R = (V .20) 
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V.3.1.3 - Matriz de Transformação II 
Com esta matriz de transformação se encontra a rela 
çao entre os deslocamentos de corpo rlgido de andar, associados 
aos pontos nodais J e K, e os correspondentes deslocamentos me-
didos nos pontos onde o eixo z corta o plano das lajes exis -
tentes nas extremidades inferior e superior do pilar em questão 
(pontos P e Q na fig. (V. 5 .b) ;os graus de liberdade associados aos 
~ -deslocamentos independentes de no nao se alteram com esta trans 
formação. Designando-se (Xk' YiJ as coordenadas do ponto no-
dal K (que neste caso são iguais às do ponto nodal J), pode -
se escrever: 
DPRi - DpGi(i=l,4) 
DpR5 = DpG5 - y k DpG7 
DPR6 = DpG6 + Xk DpG7 
DpR7 = DpG7 
com relações semelhantes para o no inferior. 
Colocando sob forma matricial tem-se: 
!?pR = '.1:prr !?pG (V. 21) 
em que: 
°Ef o 





!f = Ti = I -
1 o -Y 
k 
T = !b = o 1 xk -a 
















+n a) graus de 
t 14 





b) graus de I iberdade ºPG 
NÍVEL ANDAR i + l 
J 
9 
Fig V. 5 - Transformação I PII 
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-Os respectivos esforços sao transformados como se se 
gue: 
= ~PR (V. 2 2) 
As equaçoes (V.21) e (V.22) levadas na equaçao (V.20) 
fornecem: 
t Rt t ~PG = '!:prr '.Epr êpL '!pr R !pJJ QPG -y -y (V. 23) 
Fazendo: 
êpG 
t Rt t = '.Eprr '.Epr ~PL '!pr R '!:prr -y -y (V.24) 
a equaçao anterior simplifica-se para: 
(V. 25) 
sendo êpG a matriz de rigidez do pilar na direção dos eixosgl~ 
bais, jã incluidas as transformações que levam em consideração a 
(provável) não coincidência do centro geométrico com o centro de 
cisalhamento e a hipótese das lajes trabalhando como diafragmas. 
Ao se trabalhar com o conceito de deslocamento rela-
tivo de andar (item VI.2.1), com o qual o deslocamento de um an-
dar é medido em relação ao andar imediatamente inferior, desapa-
rece o acoplamento existente entre os graus de liberdade da ex -
tremidade superior do pilar (tanto os correpondentes aos desloca 
mentas de corpo rígido do andar quanto os deslocamentos indepen-
dentes de nó) com os graus de liberdade de corpo rígido do an-
dar inferior. Este fato se reflete na desconsideração, para e-
feito de resolução do sistema de equações, dos coeficientes de 
rig:i:dez correspondentes aos graus de liberdade de corpo rlgidodo 
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ponto P (fig. V.5.b),tomando-se apenas a submatriz associada as 
11 primeiras linhas e colunas da matriz de rigidez do pilar. 
V.3.2 - Pilares de Seção Sólida 
Um pilar de seçao sólida, num caso mais geral, pod~ 
ra estar inclinado em relação ao eixo global z, tal como indi 
cado na fig. (V.6). Nesta figura J e K sao os pontos nodais 
nas extremidades inferior e superior respectivamente, e 
Yi' xf e Yf as excentricidades dos extremos elásticos A e B. 
Note-se que estes valores são medidos nas direções dos eixos gl2 
bais. Para a situação particular do pilar ser vertical, as ex -
centricidades xf e yf não são definidas, conforme já esclareci 












Pilar de seção sólida com excentricidades em relaça-o aos pontos 
nodais 
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Conhecidas as coordenadas (X. , Y. ' e (X Y ) dos J J . k k 
pontos nodais J e K, os valores das excentricidades acima defi 
nidas e a altura h do pé'--direito do pavimento onde o pilar se 
situa, pode-se calcular os seguintes parâmetros: 
Xa = X. - xi 
J 
Ya = y, - yi J 
xb = xk - xf 
yb = y -k Yf 




sen f3 = 
L 
f3 
h cos = 
L 
Se o pilar for inclinado: 
sen a = 
Se o pilar for vertical: 
sena= O 




em que L e o comprimento do pilar, 
denadas no plano XY dos pontos A e B. 
COS C1 = 
X - X b a 
Os ângulos a e f:l, conforme indicados na fig. (V.6), 
ülentificam o eixo geométrico do pilar. A localização dos ei -
113 
xos principais de inércia, os quais definem os eixos locais do 
pilar, ê caracterizada através de um ângulo de giro y, em tor 
no do eixo z. Com o objetivo de visualizar como se mede este 
ângulo, considere as três rotações sucessivas dos eixos da es -
trutura aos eixos locais do pilar (fig. V.7.a). Na primeira 
rotação, efetuada em torno de Z e medida pelo ângulo a, o ei-
xo X se posiciona em xa e Y em Ya· A segunda rotação con-
siste em um giro de um ângulo S em torno do eixo Ya· Com 
esta rotação, o eixo Z se coloca em sua posição final, coinci 
dindo com o eixo z. A terceira rotação se processa em torno 
do eixo z, fazendo com que os eixos coincidam com 
os eixos principais de inércia. Esta Última rotação, definida 
pelo ângulo y, está indicada na fig. (V.7.b) que mostra a 
vista da seção transversal de um elemento, olhando no sentidone 
gativo do eixo z. O plano formado pelos eixos x 8 e z e ver 
tical e contém o eixo do elemento; o ângulo y e medido deste 
plano até um dos eixos principais de inércia (positivo no senti 
do anti-horário). No caso do pilar ser vertical, o ângulo y 











a) Rotaço-es definidas pelos 
angulos ex e~ 
Fig. V. 7 - Rotaçaõ de eixos para um pilar inclinado 
V.3.2.1 - Matriz de Transformação I 
Mesmo para pilares de seção sólida podem ocorrer si 
tuações em que o centróide não coincide com o centro de cisalha 
mento (_seções em L ou T, por exemplol. Sendo assim, a matriz de 
transformação I tem o mesmo objetivo que o definido em (V.3.1.1). 
Por comodidade manter-se-á aqui a mesma notação utilizada no 
item anteri·or, tendo-se em mente no entanto, que neste caso são 
12 graus de lioerdade. A expressão que relaciona deslocamentos 
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e esforços no centro de cisalhamento e na direção dos eixos lo-
cais é portanto: 
(V. 26) 
V.3.2.2 - Matriz de Rotação 
Com a matriz de rotação expressa-se os deslocamentos 
dos pontos A e B, nas direções dos eixos locais (QPTI), em fun -
çao dos correspondentes deslocamentos no referencial global 
(QPR). Sob a forma matricial, a expressão deste fato é a seguin-
te: 
(V. 27) 
em que R, RS e R -y - -a sao as matrizes de rotação definidas abaixo 
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Identicamente, os esforços nos extremos A e B do pi-
lar, no referencial global, sao expressos em função desteses -
forços no referencial local pela equação: 
(V. 28) 
A substituição da equaçao (.V.27) na equaçao (V.26) e 
tendo em vista a equação (V.28) conduz a: 
~R 
= Rt Rt Rt Tt S T R R R D 
-a -S -y -PI -PL -PI -y -S -a -PR (V. 29) 
que representa a relação entre esforços e deslocamentos para os 
extremos A e B do pilar no re:f;erencial global. 
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V.3.2.3 - Matriz de Transformação II 
A matriz de transformação II, no que diz respeito aos 
deslocamentos de corpo rígido das extremidades inferior e supe-
rior do pilar, ê idêntica à definida em (V.3.1.3). Os graus de 
liberdade independentes de nó, no entanto, são também afetados 
por esta transformação, encontrando-se assim uma relação entre 
estes graus de liberdade nos pontos A,J e B,K (fig. V.6). 
Conhecidos os valores das excentricidades xi' yi , 
xf e yf e ainda as coordenadas no plano XY dos pontos A(xa,Yal 




















































Sendo a relação contragradiente 
~PR 
se obtém, tendo em vista as equaçoes (V.29) e (V.30): 
~G = 
Fazendo-se: 









ANÂLISE GLOBAL DA ESTRUTURA 
VI.l - M1l:TODO DE ANÁLISE 
A análise estática de urna estrutura reticulada, fe! 
ta pelo método dos deslocamentos, conduz a um sistema de equa-
ções algébricas lineares (equações de equilíbrio) que, sob for-
ma matricial, apresenta o seguinte aspecto: 
S D = F (VI. l) 
sendo S a matriz de rigidez da estrutura, D o vetor dos deslo 
camentos e F o vetor de forças. 
Da resolução do sistema (VI.l), obtém-se os desloc~ 
mentas nas direções de todos os graus de liberdade considerados 
no modelo e consequentemente, os esforços solicitantes nas ex -
tremidades dos elementos. As reações de apoio podem ser calcu-
ladas através de esforços nas extremidades dos elementos que 
incidem nestes apoios. 
Um coeficiente da matriz de rigidez, perten -
cente à i-ésima linha e j-ésima coluna, representa a forçares-
tritiva na direção do grau de liberdade de numeração i, quan-
do impõe-se sobre a estrutura um deslocamento unitário na dire-
ção do grau de liberdade j , mantendo-se nulos todos os demais 
deslocamentos. Este coeficiente só será diferente de zero, se 
existir algum elemento estrutural interligando os pontos nodais 
onde estas numeraçoes estão definidas. Pelas particularidades 
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de uma estrutura de edifício, analisada de acordo com o modelo 
estrutural utilizado neste trabalho, verifica-se que é nula a 
grande parcela de tais coeficientes. Isto porque, um andar só 
se acopla com os que lhe são adjacentes, de onde resulta um 
alto Índice de esparsidade da matriz de rigidez. Atentar ao 
máximo para este fato é que resultará uma programaçao eficiente. 
Para facilidade de implementação computacional, os 
andares sao numerados de cima para baixo. A numeração dos pon-
tos nodais, no entanto, deve ser fixada pelo analista estrutu -
ral. Se, em um andar genérico n, numerar-se inicialmente os 
graus de liberdade correspondentes aos deslocamentos independe~ 
tes de no (fig. II.8.b) e então os correspondentes aos desloca·· 
mentos de corpo rígido do andar (fig. II.8.a), o sistema (VI.l) 
poderá ser subdividido de acordo com o esquematizado na página 
seguinte, onde se representou apenas as submatrizes não nulas. 
Nesta subdivisão: 
D representa os deslocamentos independentes de no, -2n-l 
D representa os deslocamentos de corpo rígido da laje, -2n 
~ 2n-l sao as cargas nodais combinadas e 
F -2n sao as cargas aplicadas sobre a laje. 
~2n-l = 
(~a) 2n-l sao as cargas aplicadas diretamente sobre os nós, 
(AEG) 2n-l sao os esforços de engastamento perfeito relacio 
nados aos eixos globais e 
p é o número de andares da estrutura 
~11 ~12 ~13 ~14 
~22 ~23 ~24 
sinétrica 
s s s s -2n-l,2n-l -2n-l,2n -2n-l,2n+l -2n-l,2n+2 











~2p-l,2p-l ~2p-l,2p ~2p-l,2p+l ~2p- ~2p-l 
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O índice n caracteriza que estes subvetores estão 
designados para o andar n (n = 1, p) • O último subvetor D -2p+l 
representa os deslocamentos independentes dos nós corresponden -
tes aos apoios da base da estrutura. (Estes deslocamentos serão 
sempre prescritos - condições de contorno cinemáticas - sendo nu 
los na maioria das situações práticas). 
Pode-se ter urna melhor visualização do comportamento 
das submatrizes, obtidas segundo o particionamento acima, obser-
vando-se a figura (VI.l). As submatrizes s e S -2n-l,2n+2 -2n,2n+2 
foram desenhadas em linha tracejada para salientar que, ao se em 
pregar a técnica dos deslocamentos relati vos de andar (item VI.2.1), 
tais submatrizes sao nulas. As demais submatrizes foram desenha 
das nas formas em que serao tratadas no programa de computador . 
N n e o número de graus de liberdade correspondente aos desloca-
mentos independentes de nó no andar n ' Nn+l idem no andar n+l 
e 3 é o número de deslocamentos de corpo rígido da laje. 
VI.2 - T!=:CNICAS COMPUTACIONAIS UTILIZADAS 
VI.2.1 - Deslocamento Relativo de Andar 
O conceito de deslocamento relativo de andar fica ela 
ro com o auxilio da figura (VI.2). Para simplificar o desenho, 
representou-se a estrutura em urna forma unidimensional, com des-
locamentos na direção X. Deve-se ter em mente no entanto que a 
estrutura é tridimensional e que tais deslocamentos são os de 
corpo rígido do andar, razão pela qual adotou-se a notação matri 
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cial para representá-los. 
Os referidos deslocamentos poderão ser medidos em re 
lação ao referencial global XYZ - neste caso denominados deslo-
camentos absolutos de andar (fig. VI.2.b) - ou em relação ao an-
dar imediatamente inferior - neste caso denominados deslocamen -




















Observando-se a figura (VI.2), percebe-se que os des 
locamentos absolutos de um andar genérico n sao iguais ao so-
matório dos deslocamentos relativos deste andar e dos que lhe 
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Sob forma compacta, tem-se: 
D = T D 
o o - -




















Substituindo em (VI.l), após pré-multiplicar ambos os 
lados desta equaçao por Tt, resulta: 
t 
T S T D = Tt F (VI. 6) 
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Fazendo 
s = Tt s T (VI.7) 
e 
F = Tt F , tem-se (VI.8) 
s D = F (VI.9) 
que representa o sistema de equaçoes de equilíbrio em coordena-
das relativas. A análise da expressão (VI.8) mostra que: 
n 
F = l (F_2nl" 
-2n .t=l ~ 
(VI.10) 
Isto significa que em coordenadas relativas, 
fins de resolução do sistema (VI.9), as forças aplicadas 
para 
no 
andar n sao iguais ao somatório das forças aplicadas ao nível 
da laje n e das que lhe são superiores. Não havendo possibi-
lidade de confusão, retira-se a barra nos termos da equação (VI. 
9), tendo-se em mente, no entanto, que se trata de coordenadas 
relativas. 
Com vistas à obtenção dos coeficientes de rigidez,r~ 
ferentes aos deslocamentos de corpo rígido de andar, represen -
tou-se na figura (VI.3) os efeitos sobre o modelo estrutural,de 
um deslocamento unitário em uma das deslocabilidades da n-ési -
ma laje e mantendo nulos os demais deslocamentos. Em coordena-
das relativas, para que resultem deslocamentos relativos nulos, 
é necessário que os andares superiores à laje n também sofram 
deslocamentos unitários, o que não acontece em coordenadas abso 
lutas. Deste modo, não existe influência entre os graus de li-
berdade referentes aos deslocamentos de corpo rígido do andar n 
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com os graus de liberdade, independentes de nó ou de corpo ríg! 
do, do andar n-1. Logo, são nulas as submatrizes S -2n-2,2n , 
S e suas simétricas para n variando de 1 a p - numero -2n-3,2n 
de pavimentos. 











Fig VI. 3 
(Na figura (VI.l} são as submatrizes S -2n-l,2n+2 
s -2n-3.2n 
~ 2n, 2n 
s 
- 2n-1,2n 
X ___ _,. X 
b) Deslocamento 
relativo 
Coeficientes de rigidez devidos a um deslocamento 
unitário no andar n 
* O conceito de deslocamentos relativos de andar é tão somente 
uma técnica para aumentar a esparsidade da matriz de rigidez, 
ficando transparente para quem utilizar o programa elaborado 
para o computador. 
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VI. 2 • 2 - Altura' Efetiva, de Coluna 
O fato de nao existir elementos estruturais que inter 
liguem um ponto nodal qualquer, em um andar qualquer, com todos 
os demais pontos nodais neste andar, nem tampouco com todos os 
pontos nodais dos andares adjacentes, faz com que as subrnatrizes 
~2n-l, 2n-l e ~2n-l, 2n+l definidas para este andar (fig. VI.1) 
tenham urna forma escalonada, às vezes designada corno "sky-line". 
A dificuldade de se estabelecer urna rotina de progra-
rnaçao eficiente que considerasse esta forma em "sky-line" para 
a subrnatriz ~ 2n-l 2n-l, tornou obrigatória a se tornar tal sub-, 
matriz em sua forma triangular cheia (corno representada na fig. 
VI.l). Esta dificuldade, no entanto, diminui para o caso da 
subrnatriz ~2n-l,2n · 
f possível então, armazenar os coeficien-
tes da referida subrnatriz, em um vetor unidimensional, a partir 
do primeiro coeficiente não-nulo de cada coluna. Esta técnica e 
conhecida corno "armazenamento por altura efetiva de coluna". 
VI.2.3 - Montagem da Matriz de Rigidez por Blocos 
Seria inviável, ou até mesmo impossível dependendo do 
tamanho da estrutura, armazenar na memória principal do computa-
dor, ao mesmo tempo, toda a matriz de rigidez da estrutura, mes-
mo considerando a forma apresentada na figura (VI.l). Para tor-
nar o programa elaborado mais flexível é necessário pois, proce~ 
sara montagem desta matriz de rigidez por blocos, retendo-se em 
memória principal apenas um bloco de cada vez, sendo os demais ar 
rnazenados temporariamente em memória auxiliar. 
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Para se entender o processo, deve-se salientar que as 
vigas situadas em um andar genérico n contribuem com suas rig! 
dezes para a formação da submatriz ~2n-l, 2n-l {fig. VI.l), en -
quanto que os pilares deste andar {situados imediatamente abaixo 
da n-ésima laje) contribuem para a formação das demais submatri-
zes definidas neste andar, além de ~ 2n+l, 2n+i· Pode-se notar 
que, em termos de coeficientes de rigidez, o acoplamento do an-
dar n com o andar n+l é feito unicamente através da subma -
triz ~2n+l, 2n+l, fato este que facilita a montagem por blocos. 
Trabalha-se assim com o conceito de matriz de rigidez 
de andar. Inicia-se o processo de montagem da matriz de rigidez 
da estrutura pelo primeiro andar {andar de topo), cuja matriz de 











onde o índice superior (1) em ~33 significa que, por ser esta 
a submatriz que acopla o 19 e 29 andares, falta nela computar os 
coeficientes de rigidez correspondentes aos elementos do 29 an -
dar. Em forma esquemática, a expressao (VI.11) pode ser repre -





Fig VI. 4 - Representaçaõ esquemática da matriz de 
rigidez do 1 • andar 
Numa etapa seguinte, procede-se a modificação (tria~ 
gularização) dos coeficientes de rigidez destas submatrizes, a-
plicando-se o método de Cholesky (12). Findo este processo, as 
submatrizes êii• ê 12 , ê 13 , ~ 22 e ~23 são transferidas para 
memória auxiliar, enquanto êái> , parcialmente modificada, vem 
a ocupar em memória principal, a área antes ocupada por êii. 
Em seguida efetua-se a montagem da matriz de rigidez 
do 29 andar 





adicionando-se a êJ~l os coeficientes correspondentes ao a~ 
dar atual. Pelo mesmo motivo anterior, s ( 2) 
-55 estará incomple-
ta. Repete-se então a rotina de aplicação do método de Choles-
ky, transferência para memória auxiliar e assim sucessivamente 
até o Último andar (andar da base da estrutura). No final re -
sultará, armazenada em memória auxiliar, toda a matriz de rigi-
dez da estrutura, já triangularizada. 
No exposto acima nada se cogitou a respeito da mont~ 
gem do(s) vetor(es) de carregamento. Conforme ver-se-á no capf 
tulo seguinte, a pequena quantidade de memória principal dispo-
nível no micro-computador utilizado, impossibilitou que esta rron 
tagem fosse feita simultaneamente com a montagem da matriz de 
rigidez. 
VI.3 - CONSIDERAÇÃO DOS APOIOS 
A consideração dos apoios, tanto os existentes na ba 
se da estrutura quanto os apoios elásticos laterais de andar,d~ 
ve ser feita na fase de montagem da matriz de rigidez, antes da 
etapa de modificação dos coeficientes desta matriz. Os primei-
ros (apoios na base) constituem de fato as condições de contor-
no cinemáticas do problema, sem os quais, o sistema (VI.l) nao 
poderia ser resolvido. 
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VI • 3 • 1 - APOIOS NA BASE DA: EST·RUTURA 
São as seguintes as equaçoes de equilíbrio que sao 
influenciadas pelos apoios existentes na base da estrutura (úl-
tima linha do sistema VI.2): 







Nesta expressao, seja i uma direção qualquer de des 
locamento independente de nó. Pode-se escrever a equaçao de e-




s .. d. 
1] J + S .. d1. 11 
p 
+ I s .. d. 
j=i+l l] J 
= (VI.13) 
Nesta direção i poderá haver um deslocamento pres-
crito (nulo ou recalque de apoio)ou um apoio elástico(uma situa 
ção exclui a outra). As técnicas que permitem a consideração 
destes casos estão descritas abaixo: 
a) Deslocamentos Prescritos 
Seja ºi o deslocamento prescrito na direção i . Po 
de-se supor que, conectado ao nó onde a direção i foi defini -
da, exista um elemento estrutural com rigidez infinita- s - a es 
00 




+ l sij dj 
j=i+l 
= (VI.14) 
Desprezando-se os somatórios nesta equaçao (são comp~ 
ravelmente merores oue (s .. + s l 
J. J. 00 
e fazendo 
(VI.15) 
obtém-se, com suficiente precisão numérica: 
=(s .. +s)ó. 
ll co l 
b) Apoios Elásticos 
Seja o coeficiente de rigidez de apoio elástico 
correspondente à direção i De maneira semelhante ao caso an 
terior, pode-se supor que, conectado ao nó onde a direção i foi 
definida, exista um elemento estrutural contribuindo com uma ri 
gidez 
mente: 








Os apoios elásticos laterais de andar sao tratados de 
modo idêntico ao caso dos apoios elásticos na base da estrutura. 
Ou seja, soma-se ao correspondente termo da diagonal principal 
da matriz de rigidez, o coeficiente de apoio elástico na dire -
ção considerada. Se n designar o número do andar com apoios 
elásticos, serão modificados os coeficientes da diagonal princ! 
pal da submatriz ~2n, 2n na figura (VI.1). 
A grande vantagem em se considerar apoios elásticos la 
terais de andar reside na análise de estruturas simétricas suje! 
tas a carregamentos simétricos conforme o exemplo da figura (VI. 
5). A introdução de apoios elásticos de grande rigidez, nas di-
reçoes adequadas, permite analisar-se somente a metade da estru-
tura. No exemplo da figura(VI.5) ,o apoio elástico na direção 1 
impede que o andar se desloque na direção X, enquanto que o a-
poio elástico na direção 3 impede que o andar rotacione em torno 
de z. 
Decorrente desta consideração de simetria, é necessa-
rio efetuar certas modificações nas propriedades geométricas dos 
elementos estruturais (e nos carregamentos sobre eles atuantes) 
situados no plano de simetria, de acordo com os casos especific~ 














l p t P/, 2 
Fig V 1. 5 Exemplo de aplicaça-o de apoios elásticos de andar 
a) Eixo de simetria =rta um pilar 
Supondo que os eixos principais de inércia xy sejam 
paralelos aos eixos globais XY (pilar Pl na fig. VI.5), subs -
titui-se o pilar real por outro com as seguintes característi -
cas: 
Ir 
Is X Is Ir = >> 
X 2 y y 
Ar 
As = _;f_ Is = o y 2 z 
Ar 
As z As o = = z 
2 X 
em que o índice superior s significa pilar substituído e r 
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pilar real. A condição I; >> I; impedirá que o ponto nodal 
rotacione em torno de Y 
b) Eixo de simetria corta uma viga perpendicularmente 
No ponto de intersecção do eixo de simetria com a vi-
ga (ponto 2 na fig. VI.5) cria-se um pilar fictício com todas 
as propriedades geométricas nulas, exceto IY Identicamente 
ao caso anterior, a este deve ser atribuído um valor muito gra~ 
de para impedir a rotação deste nó em torno de Y. 
c) Eixo de simetria corta uma viga paralelamente 
Substitui-se a viga real (Vl na fig. VI.5) por outra 




y / 2 
As = Ar / 2 X X 
Is 
X - valor muito grande 
s r / 2 q = q 
em que q representa as cargas sobre a viga. 
t normal nao se atribuir os valores adequados para os 
coeficientes de rigidez de apoios elásticos de andar, ou para 
os momentos de inércia de pilares ou vigas, segundo os casos~ 
nalisados acima. Deste fato resultarão pequenos deslocamentos 
(pequenos quando comparados com os demais deslocamentos) nas di 
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reçoes onde teoricamente tais deslocamentos sao nulos. Sendo 
assim, pequenos deslocamentos associados a grandes valores de 
rigidez, resultarão esforços da ordem de grandeza dos demais 
esforços na estrutura. Estes esforços, no entanto, devem ser 
desprezados pois são resultados unicamente de problemas numé-
ricos. 
VI.4 - UTILIZAÇÃO DO MÉTODO DE CHOLESKY 
Aplica-se o método de Cholesky na resolução desiste 
mas de equações algébricas lineares em que a matriz dos coefici 
entes é simétrica positiva definida*. Baseia-se o método na de 
composição desta matriz pelo produto de duas matrizes triangul~ 
res - uma triangular superior ~ e sua transposta ut. Se S 
designa a matriz de rigidez da estrutura,pode-se escrever: 
(VI.17) 
Substituindo (VI.17) em (VI.l), vem: 
ut u D = F (VI.18) 
Fazendo: 
y = u D (VI.19) - -
resulta: 
ut y = F (VI.20) 
* 'A matriz de rigidez de uma estrutura devidamente vinc·ulada e 
sempre simétrica positiva definida. 
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O processo acima sugere três etapas básicas, que es-
tão descritas a seguir. 
1~ etapa - Triangularização da Matriz 
Desenvolvendo-se genericamente o sistema (VI.17),ch~ 
ga-se ao seguinte algoritmo, que define os coeficientes da ma -
triz U: 
- termos da diagonal principal 
para i=l + n (número de equaçoes do sistema) 
i-1 
= l (VI. 21) 
k=l 
- termos fora da diagonal principal 
para i=l + n 
para j=l + i-1 
i-1 
s .. - I uki ukj l.J k=l 
uij = (VI.22) 
sendo termos genéricos na e fora da diagonal princl 
pal de S, respectivamente. 
Analisando-se as equaçoes (VI.21) e (VI.22) pode-se 
notar que, para se conseguir um termo - -uii ou uij , sao necess~ 
rios apenas os termos que lhes são superiores nas colunas i ou 
j (fig. VI.6), e portanto já modificados, além dos próprios teE 
mos Este fato é de suma importância pois é, na 
verdade, o que permite a montagem da matriz de rigidez por blo-
cos, segundo esquematizado no item CVI.2.3). 
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coluna coluna i coluna 
t t t 
Uli 
u li u lj 





Fig VI. 6 - Coeficientes necessários para se obter um termo u;; ou U;j 
pelo método de Cholesky 
Na equaçao CVI. lll., as submatrizes §11 , ê12 , ê13 
§ 22 e ê23 estão completas e, portanto, após a aplicação do mé-
todo, resultarão integralmente modificadas. Para termos genér! 
cos da submatriz § 33 , as equaçoes (VI.21) e (VI.22) podem ser 








ukj] [s ~~l 
i-1 





em que l é o número de graus de liberdade do 19 andar, 
= Cll 6 ... 
J_ J_ 
+ 6 !~) 
J_ J 
com os superescritos (1) e (2) designando 19 e 29 andares. Du-
rante a fase de montagem e resolução do sistema de equaçoes, os 
termos dentro dos primeiros colchetes de (VI.23) e (VI.24) sao 
computados no 19 andar. Estes coeficientes ficarão completosno 
andar seguinte, quando então, todo o processo se inicia novamen 
te. 
Pelo exposto acima ressalta-se que, necessariamente 
um andar só pode se acoplar com os que lhe são adjacentes (sup~ 
rior e inferior), ou seja, não poderá existir um pilar interli-
gando duas lajes não consecutivas. 
2~ etapa - Modificação dos Vetores de Carregamento (eq. VI.20) 
No caso de existirem c casos de carregamento, o al 
goritmo que permite obter o vetor Y é o seguinte: 
para j=l + c 
para i=l + n 
i-1 
f. - I uki yk. ij k=l . .]. y .. = (VI.25) l-J u .. 
J_ J_ 
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35 etapa - Obtenção dos Deslocamentos leq. YI,l~l 
Por um processo de retrosubsti tuição (da Úl tirna equ~ 
ção para a primeira), os deslocamentos são obtidos corno se se -
gue: 
para j=l .,. c 









VI . 5 - ESFORÇOS NAS EXTREMIDADES DOS ELEMENTOS 
VI. 5.1 - Vigas 
(YI. 26) 
Os esforços nas extremidades das vigas, na direção 
dos eixos locais Cfigs. IV.l e IV.3), podem ser obtidos pela 
expressão (IV .1) , 
Sendo: 
= , resulta (VI. 27) 
= (.VI, 28) 
em que PvG e o vetor de deslocamentos dos nós extremos da vi-
ga, nas direções dos eixos globais. As demais matrizes 
definidas no capitulo anterior. 
foram 
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IV.5.2 - Pilares 
De modo semelhante ao descrito acima, os esforços nos 
extremos dos pilares são pósitivos quando vetorialmente apontam 
nas direções positivas dos eixos locais, podendo ser calculados 
pela equação (IV.13). 
Para pilares de seçao aberta Cfig. IV.B.b), o vetor 





= (VI. 29) 
= (VI. 30) 
Identicamente, para pilares de seçao sólida (fig. 
IV. 8.a), tem-se: 
= (VI. 31) 
resultando: 
= (VI.32) 
Nas equações acima, 12PL é o vetor de esforços nos 
extremos do pilar nos eixos locais e !?pG o vetor de desloca -
mentos destes mesmos extremos em relação aos eixos ~lobais. Os 
outros parâmetros aparecem no capitulo anterior. 
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VI.6 - REAÇÕES DE APOIO 
As reaçoes de apoio, em um nó da base da estrutura , 
podem ser calculadas a partir dos esforços nas extremidades in-
feriores dos pilares sue inciden neste rii, decorrg:iondo vetorialmente estes 
esforços dos eixos locais para os eixos globais. 
Se o pilar for de seção aberta (neste caso, por imposi -
çao do programa, só existirá um pilar chegando ao ponto 
em questão), pode-se escrever: 
nodal 
= t °EAPI ~APL (.VI. 2 9) 
em que ~A e o vetor contendo as reaçoes de apoio no no, ~APL 




o T 1 o -y. - -a ]. 
T = T~ -a ]. = o 1 xl 
o o 1 
Rl o -y -
R = -Ay 





o I - -
As submatrizes nas equaçoes acima foram definidas no 
item (V. 3 . 1) • 
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Para o caso de ao ponto nodal convergirem diversos pi 
lares de seção sólida, o vetor de reações de apoio é o seguin -
te: 
np 
= I' !. 
i=l 
T (t) i 
-API! 







~APL (VI. 30) 




o Tt - -pi 
Rl o -a -
R = -Aa 




R = -Ay 
Rl o - -Y 
A matriz !API e idêntica a que aparece na equaçao 
(VI. 29) e as demais submatrizes foram definidas em (V.3.2). 
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CAl'1TULO VII 
PROGRAMA PARA MICROCOMPUTADOR 
VII .1 - GENERALIDADES 
Baseando-se no modelo estrutural e no método de anál! 
se apresentados nos capltulos anteriores, desenvolveu-se um pro-
grama em linguagem FORTRAN, adaptável a microcomputadores de pe-
queno porte, para uma análise tridimensional estática dos esfor-
- -ços em estruturas de ediflcios. Nesta programaçao nao se consi-
derou como preponderante o fator tempo de processamento, visto 
que os microcomputadores normalmente são de caráter pessoal, mas 
sim a reduzida quantidade de memória principal geralmente dispo-
nlvel (em tempos atuais). E foi justamente este Último fato que 
impossibilitou a formação de um programa Único (no sentido de um 
só programa residente em memória e englobando todo o processame!?_ 
to), exigindo-se a confecção de um sistema de programas, confor 
me ver-se-á adiante. 
A programaçao desenvolvida recebeu a denominação S1\TEM 
- Sistema para Análise Tridimensional Estática de Estruturas de 
Ediflcios em Microcomputadores. 
VII. 2 - CARACTER1STTCAS DA PROGRAMAÇÃO 
Para o ciclo completo da análise de uma estrutura, foi 
desenvolvido um sistema consistindo de 6 programas que são pro -
cessados sequencialmente. O fluxo geral de informações, neste 
s·istema, está esquematizado na fig. (VII. l). Genericamente de -
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Fig V 11. l - Diagrama de fluxo de dados do sistema. 
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signou-se como informações, tanto os dados fornecidos pelo usuá 
rio (dados do problemal quanto os dados gerados a partir destes 
(matriz de rigidez, vetores de carregamento, deslocamentos no-
dais, esforços, etc). Estas informações, conquanto necessárias 
nas etapas seguintes, são gravadas em memória auxiliar, t natu-
ral, portanto, que uma parcela não desprezível do tempo total de 
processamento seja consumida na transferência de informações en-
tre a memória principal e a memória auxiliar. 
Durante todas as fases de programaçao, fez-se uso 
constante de arranjos (vetores) unidimensionais para o armazena-
mento de informações. Esta técnica permite uma grande flexibili 
dade no que diz respeito ao nao desperdício de posições de memó-
ria, além de certas facilidades inerentes à linguaguem FORTRAN . 
Caso algum destes vetores tenha sua dimensão ultrapassada duran-
te a execução do programa, envia-se uma mensagem de alerta ao u-
suário para redimensioná-lo (através de alteração na declaração 
DIMENSION) e o programa é automaticamente interrompido. 
Os 6 programas desenvolvidos podem ser divididos em 
2 grupos distintos, de acordo com suas funções: 
1. Programas para entrada de dados 
- SATEM 1 
- SATEM 2 
- SATEM 3 
2. Programas para resolução do problema 
SATEM 4 
SATEM 5 
- SATEM 6 
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VIJ .• 3 - CA,llACTEEl:STI:CAS DO MICROCOMPUTADOR UTILIZADO 
Todo o sistema foi elaborado fazendo-se uso do micro 
computador SDE 40, com capacidade de endereçamento direto de 
64 K (1 K = Kbyte = 1024 bytes) de memória RAM (memória princl 
pall e compatlvel com o sistema operacional CP/M. · Destes 64 K, 
aproximadamente 15 são ocupados por parte do sistema operacio -
nal, ficando o restante à disposição do usuário. É urna área de 
memória bastante reduzida para o volume de programação existen-
te. 
A memória auxiliar é constituída de disquetes (dis -
cos flexlveis) de 8 polegadas, existindo 2 unidades de "drives"~ 
denominados "drives" A e B. Os disquetes devem estar formatados 
em registros flsicos de 128 bytes cada. Desta maneira, se por 
exemplo, um número real (de ponto flutuante) ocupar 4 bytes,po-
de-se armazenar no máximo 32 nurneros reais por registro. Este 
conceito é importante para a leitura ou gravação randômica lale 
atória) dos arquivos. 
No presente trabalho, admitiu-se que um número real o 
cupasse 4 bytes (precisão simples), um número inteiro 2 bytes e 
um numero do tipo "byte" (faixa de variação de -128 a +127) um 
único byte. 
As características mencionadas acima não devem servis 
tas como fatores limitativos à implantação do presente programa 
* "drive" - lugar fisico onde se aloja o disquete para que a 
CPU possa acessar as informações nele gravadas. 
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a outros sistemas ope1;-acionais. li bem provável que, se fo1;- es-
te o caso, as· Únicas al te1;-açoes ocor1;-e1;-ão. no modo de le1;- ou g1;-~ 
var info=ações nos disquetes. 
VII • 4 - CARACTER!:STTCAS' DO PROBLEMA 
Dentro da concepção no=al de uma est1;-utu1;-a de edifÍ 
cio, e bastante provável a oco1;-1;-ência de pavimentos tipos que 
sejam idênticos em todas as ca1;-acterísticas geomét1;-icas e/ou de 
ca1;-1;-egamentos. Outra possibilidade seria a existência de ape -
nas algumas alte1;-ações nestas características entre pavimentos 
consecutivos (.por exemplo, mudança na seção transveral de um p.!_ 
lar na passagem de um pavimento para o seguinte) . A co1;-reta ron 
sideração deste fato pode reduzir sensivelmente o volume de infor 
mações necessárias à descrição da estrutura. 
Nesta programaçao tomou-se vantagem das seguintes c~ 
racteristicas, relacionadas à ocorrência de pavimentos tipos: 
1 - Os pontos nodais se repetem em planta. Em consequência, -e 
suficiente que se informe apenas as coordenadas X e Y destes 
pontos, estando a coordenada Z relacionada ao pé-direto (no -
te-se que todos os pontos nodais se encontram nos planos das 
lajes) • 
2 - Repetição de seções transversais idênticas para vigas e pi-
la1;-es. Neste caso, em vez de se info=ar as propriedades geome 
tricas (momentos de inércia, áreas de seção transversal, etc) de 
cada elemento indivi'dualmente, pode-se reuni.r em um mesmo grupo, 
elementos que tenham estas propriedades idênticas. 
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3 - Repetição de carregamentos em andares consecutivos. 
Baseando-se no exposto acima, fica sugestivo adotar-
se as seguintes técnicas para a entrada dos dados: 
a - Define-se todas as caracteristicas geométricas do 19 andar 
(.andar de topo). 
b - Define-se os demais andares , tendo-se como base o andar 
imediatamente anterior (superior). Existe, também, a possibi-
lidade de se definir um andar genérico, independentemente do an 
terior. 
c - Define-se o carregamento vertical e horizontal atuante so -
bre o 19 andar. 
d - Define-se os carregamentos sobre os demais andares, segundo 
critério semelhante ao item b. 
VII. 5 - ESTRUTURAÇÃO DOS PROGRAMAS 
VII.5.1 - Programas para Entrada de Dados 
Todos os dados necessários à descrição da estrutura 
sao introduzidos no microcomputador através do conjunto tecla-
do-terminal de video, num modo de "conversação" direta (.siste-
ma de perguntas e respostas) entre o usuário e a máquina. As 
perguntas são emitidas pelo programa e aparecem no vídeo, indi 
cando quais as informações que o usuário deverá responder. Es 
ta maneira de se introduzir inforI!lações no computador tem como 
vantagem principal o fato de que o programa se torna, pratica-
mente, auto-explicativo. O usuário, de posse dos dados da es-
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t,utura e obedecendo a sequência definida no Ma,nual de Entrada , 
não terá díficuldades no manuseio do programa. 
Apôs a introdução de um bloco de dados que tenham ca-
racteristicas comuns, estes sao novamente listados no vldeo, pa-
ra que o usuário os confira visualmente. Caso se tenha detecta-
do algum erro, pode-se corrigir o dado errado imediatamente. 
Os três primeiros programas do sistema (SATEM 1, SA-
TEM 2 e SATEM 3) foram elaborados unicamente para entrada das 
informações, e estão descritos abaixo, de acordo com as subroti-
nas que os compoem. 
VII.5.1.l SATEM l 
Programa para ler informações da estrutura como um 
conjunto. Está composto de l programa principal e 10 subrotinas. 
Programa principal - elaborado para chamar as subroti 
nas abaixo, cujos objetivos estão especificados. 
balho. 
DATAll - leitura de informações que identificam o tra 
DATA12 leitura de constantes gerais da estrutura. 
DATA13 - leitura dos dados sobre os materiais. 
DATA14 - leitura das coordenadas dos pontos nodais. 
DATA15 - leitura das propriedades geomgtricas dos~ 
pos de vigas. 
DATA16 - leitura da matriz de flexibilidade ou de ri-
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gidez de grupos de vigas e/ou de pilares especiais. 
DATA17 - leitura das propriedades geométricas dos 
grupos de pilares de seção sólida. 
DATA18 - leitura das propriedades geométricas dos 
grupos de pilares de seção aberta. 
ERRO - envia mensagens de erro pelo programa. 
IMPl - envia para a impressora os dados definidos 
em SATEM 1. 
VII.5.1.2 - SATEM 2 
Programa para leitura da topologia e geometria dos 
elementos que constituem a estrutura. O programa compoe-se de 
1 programa principal e 12 subrotinas, descritas a seguir. 
Programa Principal - percorre todos os andares,peE 
mitindo ao usuário que defina, quando da passagem de um andar~ 
ra o seguinte, se o andar em questão é idéntico ao anterior, se 
existem modificações nos dados geométricos ou se todas as infoE 
mações serão novas. As subrotinas estão descritas a seguir ju~ 
tamente com seus objetivos. 
DATA21 - leitura do número de vigas, numero de pi-
lares e número de nós no andar. 
DATA22 - leitura do número de graus de liberdade 
dos nos no andar. 
DATA23 - leitura do pé-direito e apoios elásticos 
laterais. 
em SATEM 2. 
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DATA24 leitura da topologia e geometria das vigas. 
DATA25 - leitura da topologia e geanetria dos pilares. 
DATA26 - leitura dos dados de apoios elásticos na base. 
MODINO - executa modificações nos nos. 
MODIVG - executa modificações nas vigas. 
MODIPL - executa modificações nos pilares. 
GRAVA2 - lê e grava informações no disquete. 
ERRO - envia mensagens de erro. 
IMP2 - envia para a impressora os dados definidos 
As subrotinas DATA21, DATA22, DATA23, DATA24, DA-
TA25 e DATA26 só serão percorridas quando um andar está sendo 
definido independentemente do anterior (portanto, necessaria -
mente para o andar do topo). Ao contrário, as subrotinas MODI 
NO, MODIVG e MODIPL serao utilizadas quando se define um an -
dar com base no anterior. 
VII.5.1.3 - SATEM 3 
Programa para leitura dos dados sobre os carrega -
mentos. Tem características idênticas ao programa SATEM 2, no 
que diz respeito à leitura de informações em sequência de anda-
res. Está constituído de 1 programa principal e 11 subrotinas. 
Programa Principal - percorre todos os andares, p~ 
ra cada carregamento. As subrotinas são as seguintes: 
DATA31 - leitura dos títulos dos carregamentos e 
identifica consideração automática do peso próprio. 
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DATA32 - leitura das cargas horizontais aplicadas 
sobre os andares. 
DATA33 - leitura do número de nos e vigas carrega-
das no andar. 
vigas. 
em SATEM 3. 
DATA34 - leitura das cargas aplicadas sobre os nos. 
DATA35 - leitura das cargas aplicadas sobre as vigas. 
DATA36 - leitura de recalques de apoio. 
MODICN - executa modificações nas cargas nodais. 
MODICV - executa modificações nas cargas sobre as 
GRAVA3 - lê e grava as informações no disquete. 
ERRO - envia mensagens de erro. 
IMP3 - envia para a impressora os dados definidos 
VII.5.2 - Programas para Resolução do Problema 
Estes programas se processam sem interferência do 
usuário. Todos os resultados da análise - deslocamentos, esfoE 
ços nos elementos e reações de apoio - serão enviados para a im 
pressora. 
VII.5.2.1 - SATEM 4 
Programa que monta a matriz de rigidez da estrutura, 
andar por andar, a partir das matrizes de rigidez dos elementos 
(vigas e pilares) que constituem a edificação. Processa a pri-
meira fase de triangularização desta matriz, de acordo com o 
esquema definido em (VI.2.3). Trata-se, portanto, de um progr~ 
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ma que opera somente com a geometria da estrutura. Compõe-se de 
um programa principal e 19 subrotinas. 
Programa Principal - percorre todos os andares, seg 
do que, para cada um destes, chama as demais subrotinas. Arran 
ja a submatriz §2n+l, 2n+l (fig. VI.1), após o processo de tri-
angularização, na posição de memória antes ocupada por 
ê2n-l,2n-1· 
As subrotinas sao as seguintes: 
PERFIL - calcula as alturas efetivas das colunas da 
submatriz §2n-l, 2n+l (fig. VI.1). 
VIGAS4 - coleta os dados para o cálculo da matriz de 
rigidez das vigas, definindo o tipo das mesmas. 
MRTVG4 - calcula a matriz rotação-transformação pa-
ra vigas (produto !v ~ - equação V.11). 
MRVGS4 - calcula a matriz de rigidez de vigas de 
eixo reto e seção transversal constante, no sistema de eixos lo 
cais (equação IV.2). 
MRVGC4 - idem para vigas de eixo circular e seçao 
transversal constante (equação IV.5). 
MRVGM4 idem para vigas com misulas (equação IV.3). 
MRVGE4 - define a matriz de rigidez de vigas espe -
ciais. Chama a subrotina INVFLX para os elementos em que seco 
nhece a matriz de flexibilidade. 
INVFLX - inverte a matriz de flexibilidade do ele -
menta (viga ou pilar), obtendo-se a matriz de rigidez do mesmo. 
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PILAR4 - prepara os dados para o cálculo da matriz 
de rigidez de pilares, indicando seus tipos. 
MRTPL4 - define o produto T R R R T para -PI -y -S -a -PII 
pilares de seçao sólida (idem para pilares de seção aberta), ob 
tendo urna matriz rotação-transformação. 
MRPSW4 - calcula a matriz de rigidez de pilares de 
seçao sólida e/ou seção aberta, no sistema de eixos locais ( e-
quaçoes IV.14 e IV.15). 
MRPLE4 - define a matriz de rigidez de pilares esp~ 
ciais. Chama a subrotina INVFLX quando se conhece a matriz de 
flexibilidade do pilar. 
ROTRA4 - transforma a matriz de rigidez de vigas e/ 
ou pilares para o sistema de eixos globais. 
ASSEMB - monta a matriz de rigidez da estrutura (as 
sernbler). 
TRIAN4 - opera a triangularização da matriz de rig~ 
dez (equações VI.21 e VI.22). 
APOI04 - entra com as condições de contorno na ba-
se da estrutura (item VI.3). 
GRAVA4 - lê informações dos programas anteriores e 
grava em memória auxiliar a matriz de rigidez do andar, trans -
formada (submatrizes S S S S -2n-l,2n-l' -2n-l,2n' -2n-l,2n+l' -2n,2n 
e §2n, 2n+l na fig. VI.1). 
NGRAU2 - define os graus de liberdade dos nos. 
ERRO - envia mensagens de erro. 
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VII.5.2.2 - SATEM 5 
Programa que monta os vetores de carregamento a PªE 
tir dos esforços nodais combinados. Calcula os deslocamentos 
nas direções dos graus de liberdade do modelo. Está constitui 
do de 1 programa principal e 12 subrotinas. 
Programa Principal - percorre todos os carregamen -
tos e para cada carregamento, todos os andares. Toma em consi-
deração as cargas nodais e as cargas laterais sobre os andares, 
e imprime os deslocamentos. 
Subrotinas: 
VIGAS5 - coleta os dados de cargas sobre vigas. 
EEPVS5 - calcula os esforços de engastamento perfe~ 
to para vigas de eixo reto e seção transversal constante, no 
sistema de eixos locais (equações no item IV.1.4.1). 
EEPVCS - idem para vigas de eixo circular e seçao 
transversal constante (item IV.1.4.3). 
EEPVMS - idem para vigas com misulas (equações no 
item IV. 1. 4. 2) . 
MRTVGT - define a matriz rotação-transformação (pr~ 
duto ~ rti. 
ROTRAS - transforma os esforços de engastamento peE 
feito para o sistema de eixos globais (~EG = ~ 'Et ~EL). 
PILARS - calcula os esforços de engastamento perfe~ 
to para pilares quando existe a opção de consideração automáti 
ca de peso próprio. 
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APOIOS - introduz deslocamentos prescritos nos nos 
da base da estrutura. 
NGRAUS - define os graus de liberdade dos pontos no 
dais. 
TRIANS - modifica os vetores de carregamento, calcu 
lando o vetor Y (equação VI.25). 
DESLOC - calcula os deslocamentos por um processo de 
retro-substituição (vetor~ - equação VI.26). 
GRAVAS - lê e grava informações no disquete. 
VII.5.2.3 - SATEM 6 
Programa para calcular os esforços nas extremidades 
dos elementos, juntamente com as reações de apoio. O programa 
recalcula as matrizes de rigidez dos elementos e os esforços de 
engastamento perfeito, visto que o armazenamento destas grande-
zas em memória auxiliar, nos programas anteriores, demandaria u 
ma quantidade excessiva da referida memória. - -Esta e a razao p~ 
la qual muitas das subrotinas deste programa são idênticas as 
dos programas SATEM 4 e SATEM 5. 
Programa Principal - percorre todos os carregamen -
tos e para cada carregamento todos os andares. 
VIGAS6 - coleta dados da geometria para cálculo da 
matriz de rigidez e dados de carregamento para cálculo doses -
forços de engastamento perfeito de vigas. 
ESFORV - calcula os esforços atuantes nas extremida 
des das vigas (equação VI.30). 
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PILAR6 - prepara dados de geometria para cálculo da 
matriz de rigidez de pilares. 
ESFORP - calcula os esforços nos extremos dos pila-
res (equações VI.30 e VI.32). 
GRAVA6 - lê informações do disquete. 
APOI06 - calcula as reações de apoio (equações VI.29 
e VI.30). 
As subrotinas NGRAU2, MRTVG4, MRVGS4, MRVGM4 , 
MRVGC4, MRVGE4, INVFLX, EEPVS4, EEPVM4, EEPVC4, MRTPL4, MRPSW4 
e MRPLE4 foram definidas nos itens anteriores. 
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CAPÍTULO VIII 
EXEMPLOS E CONCLUSÕES 
VIII. l - LH1ITACÕES DO PROGRAi'1A 
As limitações do programa, no que diz respeito a 
memória principal disponível, embora presumíveis, só foram 
constatadas quando da fase de testes do programa. Com o sis 
tema processando em um microcomputador de 64 Kbytes, a áre 
a disponível em memória principal para o armazenamento dos 
dados é de aproximadamente 30 Kbytes. Esta quantidade de 
memória restringe a análise a estruturas de no máximo 15 
pontos nodais por andar (isto porque se trabalha com a ma-
triz de rigidez do andar), aquém do existente em estruturas 
correntes. O número de andares fica limitado à memória secun 
dária disponível e variando de acordo com o número de oon-
tos nodais no andar (ver conclusões). 
VIII.2 - EXEMPLOS 
VIII.2.1 - Exemplos tipo I 
O objetivo destes exemplos é a verificação da in-
fluência que uma viga, ligada a um pilar de seção aberta, 
exerce sobre o empenamento deste pilar. Para tal, proces-
sou-se a estrutura da fig. VIII.l com 20 andares e geometr~ 
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a dos pilares constante ao lonqo da altura. As cargas apl! 






~ FY MZ (KN) (KN.m) r ~a FY MZ !'!• (KN) (KN. m) 
1 e 2 
3 e 4 
5 e 6 
7 e 8 







83 290 11 e 12 66 231 
80 280 13 e 14 60 210 
76 266 15 e 16 53 186 
73 256 17 e 18 45 156 
70 245 19 e 20 30 105 
Tabela VIII.l - Cargas aplicadas sobre o e-
xemplo tino I 
casos analisados foram os seguintes: 
sem as vigas Vl e V2 
com as vigas Vl e V2 e 1 = 3, Om 
2 e 1 = 6,0m 
2 e 1 = 9,0m 
com a viqa Vl e 1 = 6, Om. 
Para o primeiro caso, a única restricão ao emp~ 
namente ocorre na base da estrutura (pilar enqastado) 
e portanto, o diagrama dos bimomentos e uma cur 
va contínua ao longo da altura, como indica a fig. VIII.2b. 
Para os demais casos existe uma restrição parcial ao emp~ 
namente, em cada nível de andar, imposta pela presença das 
vigas. Esta restrição é proporcional à rigidez a flexão 
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das vigas e ocasiona inclusive, inversão no sinal do bimo 
mento entre andares consecutivos, conforme as f' . __ J.guras 
(VIII.2 d, f, g e j). Com a diminuição da rigidez à fle-
xão (aumentando-se o vão da viga) diminui-se a restrição 
ao empenamento e o diagrama dos bimomentos tende àquele 
da fig. VIII.2b. Os momentos fletores nas extremidades 
das vigas, provocados pelo empenamento do pilar, estão in 
dicados na fig. VIII.3. 
VIII.2.2 Exemplos tioo II 
Objetivou-se com estes exemplos (fig. 
medir o tempo de processamento. A estrutura foi 
vr:n. 3) 
proces-
sada utilizando-se ou não condição de simetria, com 5, 10, 
15 e 20 andares, geometria constante ao longo da altura e 
1 caso de carregamento. No tempo de orocessamento indica 
do no gráfico da figura VIII. 4 está incluído tempo de CPU, 
tranferência de informações entre memória principal e 
secundária e impressão dos resultados. No processamento 
da estrutura com condição de simetria, a utilização de 
20 constantes de mola com valor 10 para imoedir deslocamen 
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j) bimomento caso 5 
300 B(KN.m2 ) 
Fig VIII. 2 Curvas de empenamento e diagramas 
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VIII.2.3 - Exemplo tipo III 
A forma do pa,imento tipo deste exerrplo está repr~ 
sentada na fig. VIII.6. A estrutura tem 12 pavimentos, aeome 
tria constante ao longo da altura e foi processada, primeiro 
com a consideração de empenamento nos pilares 6, 7 e 8 e a-
pós sem esta consideração. As cargas aplicadas, verticais e 
laterais, foram as mesmas. 
Como os graus de liberdade de empenamento e deslo 
camento lateral são independentes entre si, os deslocamentos 
na direção X resultaram idênticos em ambos os casos e estão 
representados na fig. VIII.7a. A.s rotações em torno do eixo 
Z, por sua vez, não são iguais e estão representadas na fig. 
VIII. 7b. 
Tomando como exemplo o pilar 8, na fig. VIII.8 foi 
traçado o gráfico dos momentos fletores em torno de X. Estes 
momentos foram praticamente iquais, considerando-se ou nao 
o empenamento. Na fig. VIII.8 representou-se a relação entre 
as tensões devidas ao bimomento e aguelas oriundas da fle-
xao, em um ponto em que ambas são máximas. Na região onde 
ocorre inversão de sinal do momento, esta relação chega a 
quase 2, ou seja, as tensões devidas ao emoenamento são qu~ 
se o dobro daquelas devidas à flexão. 
VIII.3 - CONCLUSÕES 
O presente trabalho apresenta a análise dos esfor 
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Fig VIII. 6 Forma do exemplo 
Tipo III 
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rotação x 10-3 
(ra d) 
a) Deslocamentos em Y . b) Rotações em torno de Z. 
Fig. VIII. 7 - Resultados dos graus de liberdade de andar 
para o exemplo tipo III 
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-3000 -2000 -1000 
Fig. V 111 . 8 - Momentos fletores em x 
















Fig. VIII. 9 - Relação entre as tensões 
provenientes do empenamento 
e aquelas da flexão. 
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e laterais. A programaçao foi desenvolvida com o objetivo de 
rodar em microcomputadores de pequena quantidade de memória 
RAM. 
A respeito das técnicas computacionais utilizadas 
pode-se afirmar que: 
- o desenvolvimento de um conjunto de programas e a 
montagem da matriz de rigidez por blocos foram fatores deci-
sivos para que a implementação da programação fosse possível; 
- o armazenamento da matriz de rigidez em um vetor uni-
dimensional, utilizando-se sua forma escalonada, em conjunto 
com a técnica de deslocamento relativo de andar, proporciona 
ram uma economia substancial de memória. Este fato nermitiu 
a análise de estruturas de maior porte com a diminuição do 
tempo de processamento. 
Apesar dos esforços emnenhados no uso conveniente 
destas técnicas, a quantidade de memória do microcomputador 
utilizado (64 Kbytes) foi insuficiente para a análise de 
grandes estruturas. Conseguiu-se processar exemplos com no 
máximo 15 pontos nodais por andar e até 20 andares, aauem de 
estruturas correntes. A programaçao se tornará viável em mi-
crocomputadores que tenham no mínimo 128 Kbytes de memória 
principal e, se possível, aconlados a discos rígidos ( maior 
capacidade de memória secundária). 
Os erros de truncamento nos exemnlos analisados, 
com a utilização de precisão simples, foram desprezíveis. 
Estes erros podem ser detectados pela diferença entre as 
cargas aplicadas à estrutura e as reações de apoio. 
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Foi impossivel programar a detecção de todos os 
erros que o usuário pode cometer quando da entrada dos da-
dos, devido aos já citados problemas de quantidade de me-
mória. Desde que, na prática, é pequena a probabilidade de 
uma estrutura ser analisada somente uma vez (quase sempre 
existem modificações que exigem novos processamentos) e 
provável que a melhor maneira de se informar os dados de 
entrada, seja criando-se um arquivo, via editor de texto. 
Nos exemplos analisados percebeu-se que as ten-
soes oriundas da retrição ao empenamento podem ser da mes-
ma ordem de grandeza das tensões de flexão, principalmente 
se, ligadas ao pilar, existam vigas ao nivel de cada pavi-
mento (maior restrição ao empenamento). As tensões devidas 
ao bimomento, sendo auto-equilibradas na seção, em alouns 
pontos se somam às de flexão (aumentando-se portanto, por 
exemplo, as tensões de tração) e em outros se subtraem. 
Não foi objetivo deste trabalho indicar, quando 
sera possivel desprezar os efeitos do empenamento, visto 
ser o mesmo variável com a geometria da estrutura e o car-
regamento aplicado. Só se pode afirmar de antemão que, es-
truturas simétricas sujeitas a carregamentos 




CDEFICIENI'ES · DE RIGIDEZ REPERINI'ES AOS EFEITOS 'IDRÇÃO-.EMPFNAMENro 
Os coeficientes de rigidez referentes aos efeitos toE 
ção-empenamento, definidos para um elemento biengastado, podem 
ser obtidos resolvendo-se a equação (III.24.c), com a introdução 
das condições de contorno cinemáticas apropriadas a cada caso. 
Isto é, impõe-se um deslocamento unitário em cada uma das dire -
çoes dos graus de liberdade correspondentes a estes efeitos, ma~ 
tendo nulos os deslocamentos nas direções dos demais graus de li 
herdade e calcula-se os esforços reativos nas extremidades. 
Para um elemento sem cargas no seu interior, a equa -
çao (III.24.c) torna-se homogênea: 
E I 
d4cp - G Iz 
d2cp 









d4</l - k2 d2cp = o 4 -2 
dz dz 
(A. 2) 
cuja solução geral e 
(A. 3) 
onde c1 , c2 , c3 e c4 sao constantes, determinadas pelas condi-
çoes de contorno. 
Derivando sucessivamente, tem-se: 
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<j, • = d<j, = c2 + c 3k senh kz + c 4k cosh kz dz (A. 4) 
<j, " 
d2cp 2 
C4 k2 senh kz = = c3 k cosh kz + 
dz 2 
(A. 5) 
qJ Ili = dJ<j, = e k 3 senh kz + e k 3 cosh kz -3 3 4 dz 
(A. 6) 
Sendo: 
B = - E I 
d2<j, 
w dz 2 
(III.14.d rep) 
T = T + T = G I d<j, - E I 
d3<j, 
dz -3 sv w z w dz 
(III.23 rep) 
Estas equaçoes, após a substituição das derivadas an-
teriores, resultam: 
B{z) = -GI z (c3 cosh kz + c4 senh kz) (A. 7) 
(A. 8) 
Os casos de condições de contorno, a partir dos quais 
pode-se obter os coeficientes das colunas 4,7,11 e 14 da matriz 
de rigidez, serão relacionados a seguir. 
19 Caso - Coeficientes de Rigidez da 4~ Coluna 
<j,' ( z=L) = l 
q,' (z=O) = o 
<j, (z=L) = o 
<j, (z=O) = o 
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Da introdução destas condições de contorno em (A.3) e 
(A.4), resulta o seguinte sistema de equações: 
c2 + c3 k senh kL + c4 k cosh kL = 1 
= o 
cuja solução é: 
cosh kL - 1 e =--....:....:=.;....e.:..::.. _ _.::. _____ _ 
4 k(2-2 cosh kL + kL senh kL) 
kL - senh kL e =----==----':....:;.c=_;_c;::..... ____ _ 
3 k(2 - 2 cosh kL + kL senh kL) 
- (cosh kL - 1) e =----'-'=:..:..:....:..;;.;::;..__:;;;..:_ ___ _ 
2 (2 - 2 cosh kL + kL senh kL) 
mando 
Substituindo estas constantes em (A.7) e (A.8) e cha-
K = 2 - 2 cosh kL + kL senh kL , tem-se os esforços em 
função dez. 
B(z) = -GI2 rkL-:11 kL) cosh kz + 
T(z) = - GI z 




senh kz (A. 9) 
(A.10) 
180 
Os esforços de extremidade serao os valores destas ex 
pressoes para z=O e z=L: 
GI ·s-enh kL B(z=L} z L cosh kL} = -
K k 
(A .11} 








T ( z=O} z (cosh kL 1) = - -- -
K 
(A .14} 
29 Caso - Coeficientes de Rigidez da 7~ Coluna 
cj,' (z=L} = o 
cj,' (z=O} = o 
cj, (z=L} = 1 
cj, ( z=O} = o 
Tomando um procedimento semelhante ao adotado anteri-
ormente, obtém-se os seguintes valores para os bimomentos e mo-
mentos de torção atuantes nas extremidades: 
GI 




B ( z=O} = z (cosh kL 1) -K (A.16) 
GI 






= __ z k senh kL 
K 
39 Caso - Coeficientes de Rigidez da 11~ Coluna 
cjl 1 (z=L) = o 
cjl 1 (z=O) = 1 
cp (z=L) = o 
cp (z=O) = o 
Resultados obtidos: 
GI senh kL) B (z=L) z (L -= 
K k 
GI senh kL) B (z=O) z (L cosh kL = -
K k 
GI 
T (z=L) z (cosh kL - 1) = 
K 
GI 
T (z=O) z (cosh kL 1) = -
K 
49 Caso - Coeficientes de Rigidez da 14~ Coluna 
cjl 1 (z=L) = o 
cjl 1 (z=O) = o 
cp (z=L) = o 
cp (z=O) = 1 
(A .18) 
(A .19) 






B (z=L) z (cosh kL - 1) (A.23) = - --
K 
GI 
B ( z=O) = z (cosh kL - 1) (A. 24) 
K 
GI 
T (z=L) z k senh kL (A.25) = - --
K 
GI 
T (z=O) z k senh kL (A. 26) = 
K 
Para a análise dos resultados vistos acima, e conveni 
ente atentar para as seguintes desigualdades, sempre verificá -
veis porque k e L são positivos: 
K > O 
cosh kL > 1 




Os valores positivos da rotação <P. , e consequenteme~ 
te dos momentos de torção associados, obtidos através da eq. 
(III.24.c),estão representados vetorialmente na fig. (A.1). ~ 
necessário então, alterar o sinal do momento de torção na extre 
midade inicial (T(z=O)) para adaptá-lo ao sentido considerado 





FIG. A .1 - Valeres positivos dos momentos de torção 
segundo a equação m. 24c 
----z 
Para o caso dos bimomentos esta visualização nao e 
tão imediata. Conforme foi definido no capítulo III, um bimo -
mento era considerado positivo quando tracionava fibras de coor 
denadas setoriais positivas, não existindo uma regra (tipo "re-
gra da mão direita") para se definir o sentido vetorial deste 
esforço. Analisando-se então a expressão (A.11) através da 
terceira desigualdade vista acima, verifica-se que seu valor e 
negativo. Este coeficiente em particular localiza-se na diago-
nal principal da matriz de rigidez do elemento. O fato de que 
os coeficientes da diagonal principal não podem ser negativos d!:. 
ta a necessidade de trocar o sinal deste bimomento e, conseque~ 
temente, dos correspondentes nos demais casos analisados. De-
para-se com situação idêntica quando do cálculo dos coeficien -
tes de rigidez relativos a esforço cortante-flexão no plano xz, 
utilizando-se diretamente a equaçao (III.24.a). Neste caso, há 
a necessidade de se alterar o sinal do esforço cortante em z=O 
e do momento de flexão em z=L. Este fato decorre de que na 
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equaçao (III.24.a), o sentido vetorial positivo da rotação 
e contrário à direção positiva do eixo y 
du 
dz 




RESULTADOS OBTIOOS PELA. 
1 
CDEFICIENTE DE RIGIDEZ 
EQ •. (III.24.c) . 
GI /K ( senh kL - L oosh kL) senh kL B (z=L) 
. Z ... k .......... s 44=GI/K (L oosh kL - k ) 
B (z=O) GI/K(~ kL - L). S11,4=GI/K ls6t kL - L) 
T (z=L) -GIZ/K (oosh kL - 1) . S74 = -GI/K (ccsh kL - 1) 
T (z=O) -GI/K. (oosh kL - 1) 5 14,4= GI/K (ccsh kL - 1) 
B (z=L) GI/K (cosh kL - 1) s
417 
= -GI/K (ccsh kL - 1) 
B (z=O) -GIZ/K (ccsh kL - 1) 5 11, 7= -GIZ/K (cosh kL - 1) 
T (z=L) GIZ/K(k senh kL) s 77 = . GI/K(k senh kL) 1 
T (z=O) GI/K (k senh kL ) s 14 , 7= -GI/K(k senh kL) 
(z=L) GI/K (L _ senh kL) 
senh kL B 
k . s 4111= GI/K ( k - L) 
(L ccsh kL - ~ kL) 
GI 
senh kL B (z=O) GI/K 
z 
sll,11= K(L ccsh kL - k 
T (z=L) -GI /K . z 
(cosh kL - 1) 5 7,ll = -GIZ/K (cosh kL - 1) 
T (z=O) -GI/K (ccsh kL - 1) 5 14,ll= GI/K (cosh kL - 1) 
B (z=L) -GI/K (cosh kL - 1) s 4 14 = GI/K 
(cosh kL - 1) , . 
B (z=O) GI/K (ccsh kL - 1) sll,14= GI/K (ccsh kL - 1) 
T (z=L) -GI
2
/K(k senh kL) s 7 ,l4 = -GI2 /K(k senh kL) 
T (z=O) -GI/K (k senh kL) . S14,14= GIZ/K(k senh kL) 




DERIVADAS DAS COORDENADAS SETORIAIS EM RELAÇÃO AOS EIXOS 
LOCAIS DA VIGA 
Seja o exemplo da fig. B.la, onde representou-se a 
linha média da seçao transversal de um pilar de seção aberta 
tendo xp e yp como eixos locais e com origem no centro de ci-
salhamento (ponto nodal). O elemento viga, com orientação em 
relação ao eixo xp definida pelo ângulo a, se liga ao pilar 
no ponto S. Neste ponto, t e a reta tangente à linha média 
da parede e n a reta normal posicionada pelo ângulo b Es-
tes ângulos sao medidos a partir de xp no sentido anti-horá 
rio. Suponto o ponto S com coordenada setorial positiva, a 
um empenamento positivo corresponde um deslocamento negativo 
(fig.B;lb). O ângulo 6n, que caracteriza a rotação em torno 
da reta normal e 
6n 
dW dw dcj, (B. 1) = ds = ds dz 
Sendo JS h ds dw h portanto w = vem = e ds o 
en = h~ (B. 2) dz 
em que h e a distância do centro de cisalhamento a reta t . 
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' 
a - Viga ligada a pi lar de seção aberta 
Fig, B.I - Relação entre deslocamento axial 
do pilar e rotações no viga. 
ds 
-•-·· t-
b- ângulo en 
Decompondo vetorialmente esta rotação na direção dos 
eixos locais da viga resulta 
ev = -h cos (b-a) dq, (B.3a) X dz 
ev = -h sen (b-a) dq, (B.3b) y dz 
onde o sinal negativo foi incorporado porque vetorialmente es -
tas rotações apontam em sentido contrário à direção dos eixos 
V V 
X e y 
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Das equaçoes (B.3a) e (B.3b) pode-se escrever 
dw 
s = - h cos (b-a) ~! 
= - h sen (b-a) ~: 
e portanto 
= - h sen (b-a) 
dws 






Estas equaçoes sao válidas para ambas as extremida-
des da viga. 
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AP~NDICE C 
MANUAL DE ENTRADA DO PROGRAMA 
C.l - GENERALIDADES 
As informações que descrevem a estrutura sao natural 
mente agrupadas em três blocos distintos, delineados pelos pro -
gramas SATEM 1, SATEM 2 e SATEM 3. Para a codificação da estru-
tura são necessários certos procedimentos preliminares que estão 
esclarecidos de acordo com os tópicos abaixo. 
1. Sistema de Referência 
Adotar um sistema de referência global XYZ de acordo 
com o item II. Idem um sistema de unidades [FORÇA-METRO]. 
2. Andares 
Numerar os andares de cima para baixo, obedecendo a 
sequência dos números naturais inteiros. Considerar como perte~ 
centes a um andar as vigas situadas no plano deste andar e os 
pilares imediatamente abaixo. 
3. Nós 
Numerar os pontos nodais do andar de topo. Acrescen 
tara estes pontos nodais outros que apareçam em andares poster! 
ores e que nao estejam ligados aos primeiros por um pilar verti-
cal continuo. Ou, na inexistência do dito pilar (caso de nos de 
finidos por encontros de vigas), conquanto que as projeções em 
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planta destes nos nao sejam coincidentes. Portanto, pontos no -
dais verticalmente alinhados (mesmas coordenadas X e Y) deverão 
ter o mesmo numero. Ou então, pontos nodais ligados por um pi 
lar vertical contínuo ao longo de toda a altura da edificação, 
mesmo que em andares intermediários, este pilar sofra alteração 
na posição de seu eixo. 
4. Vigas 
Uma viga é identificada por um nome com no máximo 4 
caracteres, sendo seu tipo definido pela seguinte correspondên 
eia: 
1 - viga de eixo reto e seçao transversal constante 
2 viga de eixo circular e seçao transversal constante 
3 viga de eixo reto com mísulas retas verticais 
4 - viga especial 
Vigas situadas em andares distintos e conectadas a 
nos de mesmo número poderão ter o mesmo nome desde que sejam do 
mesmo tipo. Para caracterizar as propriedades geométricas, reu-
nir as vigas em diferentes grupos, cada grupo com propriedades 1 
dênticas. Para tal, não importa as posições das vigas dentro da 
estrutura, nem seus tipos; numerar estes grupos em ordem cresce~ 
te. Definir as excentricidades no sistema de eixos locais (fig. 
V. 1) • 
5. Pilares 
De modo semelhante, identifica-se um pilar por um no 
me com no máximo 4 caracteres. O tipo do pilar fica definido p~ 
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la seguinte correspondência: 
1 pilar de eixo reto e seçao sólida constante 
2 pilar de eixo reto vertical e seção aberta constante 
3 - pilar especial 
Pilares situados em andares distintos, cujas extremi 
dades superior e inferior estejam conectadas a nós de mesmo núme 
ro, poderão ter o mesmo nome, desde que do mesmo tipo, indepen -
dendo de variações no pé-direito. 
Reunir em um mesmo grupo pilares com propriedades g~ 
ométricas, não importando suas posições na estrutura; numerares 
tes grupos em ordem crescente. Para os pilares de seção sólida 
definir as excentricidades nas extremidades de acordo com o i -
tem II.3.3. 
6. Cargas 
Numerar os casos de carregamento atribuindo um nome 
a cada um deles. Definir as cargas nodais, cargas aplicadas so-
bre as vigas e sobre os andares para cada um destes carregamen -
tos. 
O Manual descritivo que se segue é uma reprodução 
passo a passo, de todas as leituras processadas pelos programas 
SATEM 1, SATEM 2 e SATEM 3. Identifica-se em cada sub-item do 
manual, três partes: 
' 
frases em letras maiúsculas indicam extamente o que aparece na 
tela do microcomputador, sendo que aquelas seguidas de um po~ 
to de interrogação indicam leitura. 
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- Verificação define que o conjunto de dados recem digitados se-
rá listado na tela para conferência visual do mesmo. 
- O restante serao explicações que orientarão o usuário. 




IDENTIFICAÇÃO DA ESTRUTURA 
NOME DO EDIFÍCIO? 
NOME DO CLIENTE? 
UNIDADES EMPREGADAS? 
- Verificação 
Para NOME DO EDIFÍCIO fornecer um "string" alfa-
numérico (conjunto de caracteres alfabêticos e nurnéri -
cos) com no máximo 60 caracteres. Idem para NOME DO 
CLIENTE. Para UNIDADES EMPREGADAS,a "string" poderá ter 
no máximo 8 caracteres (ex. KN/M). 
DADOS GERAIS DO EDIFÍCIO 
NÚMERO DE ANDARES? 
NÚMERO DE CARREGAMENTOS? 
NÚMERO DE MATERIAIS? 
NÚMERO DE NÓS? 
NÚMERO DE GRUPOS DE VIGAS SIMPLES? 
NÚMERO DE GRUPOS DE VIGAS ESPECIAIS? 
NÚMERO DE GRUPOS DE PILARES SEÇÂO SÓLIDA? 





. NÚMERO DE GRUPOS DE PILARES ESPECIAIS? 
- Verificação 
Os dados anteriores deverão estar de acordo com c.: 
. DADOS DOS MATERIAIS 
Para cada material fornecer 
MÕDULO DE ELASTICIDADE LONGITUDINAL? 
MÕDULO DE ELASTICIDADE TRANSVERSAL? 
PESO ESPECÍFICO? 
- Verificação 
. COORDENADAS DOS NÕS 




. DADOS GEOMÉTRICOS DOS GRUPOS DE VIGAS SIMPLES 
Se o numero de grupos de vigas simples for igual 
a zero, passar para C.2.6; do contrário, fornecer, para 
cada um destes grupos: 
MOMENTO DE INÉRCIA X? 
MOMENTO DE INÉRCIA Y? 
ÁREA DA SEÇÃO TRANSVERSAL? 
C.2.6 
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. FATOR DE FORMA PARA CORTANTE? 
- Verificação 
Se for dispensada a consideração das deformações 
do esforço cortante, introduzir valores nulos para FA-
TOR DE FORMA PARA CORTANTE. MOMENTO DE INÉRCIA X e o 
momento de inércia à torção. 
. DADOS DOS GRUPOS DE VIGAS ESPECIAIS 
Se o numero de grupos de vigas especiais for i -
gual a zero, passar para B.2.7; do contrário, informar , 
para cada um destes grupos: 
SERÁ FORNECIDA: 
l - MATRIZ DE FLEXIBILIDADE 
2 - MATRIZ DE RIGIDEZ 
Com a opçao 1, fornecer os seguintes termos, em 
sequência: 
Se opçao 2, fornecer os termos da e acima da 
diagonal principal, em sequência por linhas. 




DADOS GEOMÉTRICOS DOS GRUPOS DE PILARES 
DE SEÇÃO SÓLIDA 
Se o numero de grupos destes pilares for maior 
que zero, fornecer para cada grupo: 
MOMENTO DE INÉRCIA X? 
MOMENTO DE INÉRCIA Y? 
MOMENTO DE INÉRCIA Z? 
ÁREA EFETIVA X? 
ÁREA EFETIVA Y? 
ÁREA SEÇÃO TRANSVERSAL? 
COORDENADA X CG/CC? 
COORDENADA y CG/CC? 
- Verificação 
Todos os parâmetros acima sao definidos no siste-
ma de eixos locais. Por MOMENTO DE INÉRCIA Z enten -
de-se o momento de inércia à torção; ÁREA EFETIVA X e 
a ãrea da seção transversal multiplicada pelo fator de 
forma de cortante na direção x (idem na direção y, pa-
ra ÁREA EFETIVA Y). Se se dispensar a consideração dos 
efeitos de deformação por cortante,atribuir valores nu-
los a estes parâmetros. COORDENADA X ou Y CG/CC sao 
as coordenadas do centróide da seção em relação ao cen-




DADOS GEOMÉTRICOS DOS GRUPOS DE PILARES 
DE SEÇÃO ABERTA 
Para cada um destes grupos (se maior que zero),d~ 
finir os seguintes parâmetros: 
MOMENTO DE INÉRCIA X? 
MOMENTO DE INÉRCIA Y? 
MOMENTO DE INÉRCIA Z? 
ÁREA EFETIVA X? 
ÁREA EFETIVA Y? 
ÁREA SEÇÃO TRANSVERSAL? 
COORDENADA X CG/CC? 
COORDENADA Y CG/CC? 
MOMENTO DE INÉRCIA SETORIAL? 
Verificação 
são válidas para este item as mesmas observações 
feitas no item anterior. 
. DADOS DOS GRUPOS DE PILARES ESPECIAIS 
Se o numero de grupos de pilares especiais for 
maior que zero, informar, para cada grupo: 
SERÁ FORNECIDA: 
l - MATRIZ DE FLEXIBILIDADE 
2 - MATRIZ DE RIGIDEZ 
Se alternativa 1, fornecer os coeficientes de fle 
xibilidade correspondentes aos graus de liberdade da ex-
tremidade superior do pilar: 
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Se alternativa 2, fornecer os termos da e aci -
ma da diagonal principal, em sequência por linhas 
SPL11' SPL12'"""'SPL1,12'SPL22'SPL23'"""'SPL12,12 
- Verificação 
O programa só aceitará pilares especiais do tipo 
seçao sólida, ou seja, com 6 graus de liberdade em ca-
da nó. 
C.2.10 . FIM DESATEM 1 
C.3 BLOCO 2 - SATEM 2 
DESCRIÇÃO DA ESTRUTURA 
A estrutura ê descrita, andar por andar, a partir 
do topo da edificação. A geometria de um andar qualquer, poste-
rior ao primeiro, pode ser definida tendo-se como base a geome -
triado andar anterior (superior), conquanto tenha-se obedecido 
os critêrios estabelecidos em B.l, referentes a nós, vigas e pi-
lares. Neste caso, em termos de comparação, ocorrerá uma das d~ 
as hipóteses seguintes: o andar poderá ser geometricamente idên-
tico ao anterior e não haverá necessidade de descrevê-lo, ou, h~ 
vendo diferenças na geometria entre os andares, define-se apenas 
estas diferenças. Por exemplo, fato de ocorrência comum, certos 
pilares alteram suas seções transversais. Em um terceira hipót~ 
se, o usuário define o pavimento sem conhecimento do andar ante-
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cedente, tal como acontece para o primeiro pavimento. 
De acordo com o exposto, o conjunto de informa 
çoes do item C.3.1 descreve a geometria de um andar independen-
temente do andar anterior, enquanto que, na etapa c.3.3 o usua-
rio descreve um andar relatando as alterações que ocorrem neste 
andar em relação ao andar anterior. Após a definição de todos os 
pavimentos, pode-se entrar com os apoios elásticos na base da es 
trutura (item C.3.4). 
DESCRIÇÃO DA ESTRUTURA 
INFORMAÇÕES DAS CARACTERÍSTICAS GEOMÉTRICAS DO AN -
DAR (número do andar) 
C.3.1 DESCRIÇÃO DO ANDAR SEM CONSIDERAÇÃO DO ANDAR ANTERIOR 
C.3.1.1 NÚMERO DE VIGAS NO ANDAR? 
C.3.1.2 
NÚMERO DE PILARES NO ANDAR? 
NÚMERO DE NÓS NO ANDAR? 
- Verificação 
INFORMAÇÕES DOS GRAUS DE LIBERDADE DOS NÓS 
INDIQUE SE EM TODOS OS NÓS DESTE ANDAR O NÚMERO DE 
GRAUS DE LIBERDADE É 3 (S/N)? 
Se S passar para C.3.1.3; senao, fornecer para 
cada nó neste andar: 
NÚMERO DO NÔ? 






PÉ-DIREITO DO ANDAR? 
- Verificação 
APOIOS ELÁSTICOS LATERAIS: 
NA DIREÇÃO LINEAR X? 
NA DIREÇÃO LINEAR Y? 
NA DIREÇÃO ROTAÇÃO Z? 
- Verificação 
DADOS DAS VIGAS DO ANDAR 
Se o número de vigas no andar for igual a zero, 
passar para C.3.1.6; do contrário, fornecer, para cada 
viga do andar: 








DERIVADA COORD SET X? 






DERIVADA COORD SET X? 
DERIVADA COORD SET Y? 
- Verificação 
Nas informações acima, para NOME DA VIGA fornecer 
um "string" alfanumérico com no máximo 4 caracteres (ex 
V1 2) . Por FORMA reconhece-se a forma de sua seção tr~ 
versal obedecendo-se a seguinte correspondência 
1 viga de eixo reto e seçao transversal constante 
2 - viga de eixo circular e seçao transversal constante 
3 - viga de eixo reto com mísulas retas verticais 
4 viga especial 
GRUPO e MATERIAL caracterizam, respectivamente, 
as propriedades da seção transversal e o material do e 
lemento de acordo com a numeração definida em C.2.5 e 
C.2.3. 
O numero atribuído ao NÔ INICIAL deve ser neces -
sariamente menor que o atribuído ao Nô FINAL, ficando, 
através destes, fixado o sistema de referência de eixos 
locais. As informações relacionadas ao grau de liberd~ 
de de empenamento (COORDENADA SETORIAL, DERIVADA COORD 
SET X e Y) só serão necessárias se o ponto nodal cor -
respondente tiver 4 graus de liberdade. 
C.3.1.6 
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. DADOS DOS PILARES DO ANDAR 
Os dados abaixo referem-se a cada pilar do andar em 
questão. 












Para NOME DO PILAR, fornecer um "string" alfanumérico 
com no máximo 4 caracteres. Por FORMA define-se a 
forma da seção transversal do pilar de acordo com 
C.1.5. GRUPO E MATERIAL caracterizam as proprieda -
des da seção transversal e o material do elemento de 
acordo com C.2.7 ou C.2.8, respectivamente. 
Se o pilar for de forma igual a 2, nao sera necessa -
rio fornecer as excentricidades, tanto no nó superior 
quanto no inferior, visto que o pilar é vertical sem al 
C.3.2 
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teração na posição de seu eixo. Para pilares de forma 
1 ou 3, com o nó inferior de mesmo número que o no su-
perior (pilar vertical), introduzir somente as excen -
tricidades do nó inferior. 
Após o último pilar passar para C.3.2 ou C.3.4 
se for o último andar. 
SELECIONE ALTERNATIVA REFERENTE À GEOMETRIA DO ANDAR 
l - ANDAR IDtNTICO AO ANTERIOR 
2 - ANDAR DEFINIDO COM BASE NO ANTERIOR 
3 - ENTRAR TODOS OS DADOS DA ANDAR 
Com a opçao 1 passar o o andar seguinte (C.3.2) 
ou C.3.4 se último andar. 
Optando pela alternativa 2, fornecer as modifica-
çoes da geometria do andar atual em relação ao anterior 
de acordo com C.3.3. 
Com a opção 3, o andar sera definido integralmen-
te, como exposto em C.3.1. 
C.3.3 DESCRIÇÃO DO ANDAR COM BASE NO ANDAR ANTERIOR 
C.3.3.1 ALTERAÇÕES NOS NÕS - (S/N)7 
Se o andar permenecer com os mesmos nos do andar 
anterior, entrar N, do contrário indicar: 
NÚMERO DO NÕ A ALTERAR? 





QUAL ALTERAÇÃO A SER FEITA? 
1 - EXCLUIR NÓ 
2 - INCLUIR NÓ 
Para inclusão de nó fornecer 
GRAUS DE LIBERDADE (3 ou 4)? 
- Verificação 
ALTERAÇÃO NO PÉ-DIREITO - (S/N)? 
Se opção N passar para C.3.3.3; do contrário,i~ 
dicar o novo valor do pê-direito. 
- Verificação 
ALTERAÇÕES NOS APOIOS ELÃSTICOS LATERAIS - (S/N)? 
Com a opçao N o andar permanece com os mesmos 
apoios elásticos laterais; se opção S indicar os no -
vos valores. 
- Verificação 
ALTERAÇÕES NAS VIGAS - (S/N)? 
Não havendo alterações, entrar N e seguir para 
C.3.3.5; do contrário, entrar S e fornecer: 
NOME DA VIGA A SER ALTERADA? 
(FINAL DAS ALTERAÇÕES ENTRE 0) 
QUAL MODIFICAÇÃO A SER FEITA? 
1 - VIGA COM DADOS A ALTERAR 
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2 - VIGA A EXCLUIR 
3 - VIGA A INCLUIR 
Se opçao 1 introduzir os novos dados desta viga 
(item C.3.1.5) exceto FORMA, NÔ INICIAL e NÔ FINAL. 
(Portanto, pode-se alterar as propriedades geométricas, 
material e as excentricidades em ambos os nós). 
Com a opçao 2 exclui-se a viga do andar. 
Se opção 3 introduzir os dados desta nova viga 
(C.3.1.5). 
Finaliza-se as alterações entrando O em NOME DA 
VIGA A SER ALTERADA. 
C.3.3.5 . ALTERAÇÕES NOS PILARES - (S/N)? 
Com a alternativa N passar para o próximo an -
dar (C.3.2) ou C.3.4 em se tratando do último pavimen-
to. Havendo modificações informar: 
- NOME DO PILAR A SER ALTERADO? 
(FINAL DAS ALTERAÇÕES ENTRE O) 
QUAL MODIFICAÇÃO A SER FEITA? 
1 - PILAR COM DADOS A ALTERAR 
2 - PILAR A EXCLUIR 
3 - PILAR A INCLUIR 
Com a opçao 1 entrar os novos dados do pilar (i -
tem C.3.1.6) exceto FORMA, NÓ INFERIOR e NÓ SUPERIOR. 
Com a opção 2 exclui-se o pilar deste pavimento. 
C.3.4 
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Se opçao 3 introduzir os dados deste novo pilar 
(C.3.1.6). 
Não mais havendo alterações, entrar O em NOME 
DO PILAR A SER ALTERADO, seguindo-se para o próximo an-
dar (C.3.2) ou C.3.4 no caso deste ser o último . 
. APOIOS ELÁSTICOS NA BASE 
Após a definição da geometria do último andar, i.!!_ 
formar se existe exclusão de nos no nível da base (op -
ção 1 de C.3.3.1). Os dados de apoios elásticos na 
base são definidos conforme o seguinte: 
EXISTE APOIOS ELÁSTICOS NA BASE - (S/N)? 
Existindo apoios de molas, informar: 
NÚMERO DO NÓ COM APOIOS ELÁSTICOS? 
(FINAL DAS INFORMAÇÕES ENTRE O) 
COEFICIENTES DE MOLA 
NA DIREÇÃO ROTAÇÃO X? 
NA DIREÇÃO ROTAÇÃO Y? 
NA DIREÇÃO LINEAR Z? 
NA DIREÇÃO BIMOMENTO? 
- Verificação 
Se o numero de graus de liberdade do no for 3 nao 
informar NA DIREÇÃO BIMOMENTO. Entrando O em NÚMERO 
DO NÓ COM APOIOS ELÁSTICOS, finaliza a entrada dos da -
dos da geometria da estrutura . 
. FIM DESATEM 2. 
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C.4 - BLOCO 3 SATEM 3 
DESCRIÇÃO DOS CARREGAMENTOS 
Os carregamentos atuantes sobre a estrutura podem 
ser introduzidos de forma semelhante à descrição da geometria,ou 
seja, para cada carregamento, as cargas atuantes sobre um andar 
qualquer, posterior ao primeiro, podem ser definidas tendo-se c~ 
mo base as cargas do andar imediatamente anterior. Se esta for 
a alternativa escolhida, é suficiente que se informe as diferen-
ças existentes entre os pavimentos considerados. Exceção a esta 
regra acontece se a geometria do andar tenha sido definida dire-
tamente (opção 3 de C.3.2). Neste caso, o programa automatica -
mente induzirão usuário a entrar todas as cargas sobre o andar. 
o conjunto de informações do item C.4.3 define as 
cargas sobre um andar, sem ligação com as cargas do andar ante -
rior (portanto necessariamente para o primeiro andar), enquanto 
que no item C.4.5 descreve-se as cargas sobre um andar alterando 
as cargas do andar anterior. Finalmente no item C.4.6 define-se 
os possíveis recalques de apoio, para o carregamento considerado. 
Os carregamentos devem ser fornecidos sequencial-
mente na ordem crescente dos números naturais. O programa nao es 
tá preparado para fazer combinações de carregamento . 
. CARREGAMENTO NÜMERO ~-
A mensagem acima aparece no vídeo sempre que sei 
nicia os dados de um novo carregamento. 
C.4.1 
C.4.2 





Fornecer um título que identifica o carregamento 
com no máximo 60 caracteres. 
- Verificação 
. CÁLCULO AUTOMÁTICO DO PESO PRÓPRIO - (S/N)? 
A opçao S torna automática a consideração do p~ 
so próprio de todas as vigas e pilares verticais da es-
trutura, para o carregamento que está sendo definido. 
- Verificação 
DESCRIÇÃO DAS CARGAS DO ANDAR SEM CONSIDERAR 
AS CARGAS DO ANDAR ANTERIOR 





Os valores acima sao considerados atuando nas di-
reçoes dos eixos globais, com ponto de aplicação 
o eixo Z intercepta o plano do andar. 
NUMERO DE NÓS CARREGADOS NO ANDAR? 




C.4.3.3 . DADOS DE CARGAS NODAIS 
Para cada um dos nos carregados, introduzir os valores 







Só se define BIMOMENTO se o ponto nodal considera 
do tem 4 graus de liberdade. 
C.4.3.4 . CARGAS SOBRE AS VIGAS 
Os possíveis tipos de cargas sobre as vigas, cuja 
consideração é automática, foram descritos em IV.1.4 
As cargas verticais são positivas quando atuam na dire-
ção negativa do eixo Z, ou seja, cargas de gravidade. 
Para cada urna das vigas carregadas do andar, em qual -
quer ordem definir todas as cargas sobre ela atuantes, 
conforme a seguir: 
C.4.3.4.1 . NOME DA VIGA COM CARGAS? 
Se a viga e do tipo especial passar para C.4.3.5 
209 
. CARGAS SOBRE A VIGA (nome da viga) 
C.4.3.4.2 TIPO DE CARGA? 
1 - CARGA CONCENTRADA 
2 - CARGA DISTRIBUÍDA TOTAL 
3 - CARGA DISTRIBUÍDA PARCIAL 
4 - CARGA TRAPEZOIDAL 
5 - CARGA MOMENTO DE TORÇÃO 
6 - CARGA MOMENTO FLETOR 
O - FINAL DAS CARGAS SOBRE A VIGA 
Se a forma da viga for 2 ou 3, so sao válidas as 
opções 1, 2 e 7. A opçao O finaliza os dados de car-
gas sobre a viga, com o que segue-se para a próxima vi-
ga carregada (c.4.3.4.1), ou para a definição do carre-
gamento do próximo andar (C.4.4), ou para descrição de 
recalques (C.4.6) em se tratando do último pavimento. 
Opção 1 
CARGA CONCENTRADA: 
VALOR DA CARGA (P)? 
DISTÃNCIA A? 
Se a viga for de forma circular, substituir DIS -
TÂNCIA A por: 




CARGA DISTRIBUÍDA TOTAL: 
VALOR DA CARGA (Q)? 
- Verificação 
Opção 3 
CARGA DISTRIBUÍDA PARCIAL: 






CARGA À ESQUERDA (QE)? 





CARGA MOMENTO DE TORÇÃO: 







CARGA MOMENTO FLETOR: 
VALOR DO MOMENTO(MY)? 
DISTÂNCIA A? 
- Verificação 
Os significados dos valores acima estão definidos 
nas figuras IV.5 a IV.7 Após a descrição de uma 
determinada carga, o programa retorna a C.4.3.4.2. 








Os esforços acima estão numerados na mesma seque~ 
eia dos graus de liberdade dos nós extremos da viga,nas 
direções dos eixos locais. 
SELECIONE A ALTERNATIVA REFERENTE ÀS CARGAS DO ANDAR 
1 - ANDAR COM CARGAS IDtNTICAS ÀS DO ANDAR ANTERIOR 
2 - CARGAS DO ANDAR DEFINIDAS COM BASE NO ANDAR ANTERIOR 





A opçao 1 define as cargas sobre o andar em 
questão exatamente iguais às do andar anterior. 
Com a opção 2 define-se as cargas sobre o andar 
baseando-se nas cargas do andar anterior. Por exemplo, 
caso comum na prática, as cargas laterais variam ao 
longo da altura da edificação, enquanto que as cargas 
verticais se repetem. As possibilidades de alterações 
de cargas na passagem de um pavimento para o seguinte 
estão especificadas em c.4.5. 
A opçao 3 permite ao usuário definir as cargas s~ 
bre o andar sem relação com o andar anterior (C.4.3). 
DESCRIÇÃO DAS CARGAS DO ANDAR BASEANDO-SE 
NAS CARGAS DO ANDAR ANTERIOR 
ALTERAÇÕES NAS CARGAS HORIZONTAIS - (S/N)? 
Havendo alterações nas cargas horizontais (FORÇA 
X, FORÇA Y, MOMENTO Z) entrar os novos valores. 
ALTERAÇÕES NAS CARGAS NODAIS - (S/N)? 
Com a opçao N, todos os nos carregados no an -
dar anterior permanecem neste andar, com as mesmas car 
gas. A opção s aciona as alterações: 
NÜMERO DO NÕ COM CARGAS A ALTERAR? 
(FINAL DAS ALTERAÇÕES ENTRE 0) 




1 - ALTERAR VALORES DAS CARGAS 
2 - EXCLUIR CARGAS DO NÔ 
3 - INCLUIR CARGAS NO NÔ 
Com as opçoes 1 ou 3 entrar os valores atuais das 
cargas no no (C.4.3.3). Com a entrada 2, o nó ficará 
sem cargas. 
ALTERAÇÕES NAS CARGAS SOBRE VIGAS - (S/N)? 
Havendo modificações entrar S, informando a se -
guir: 
NOME DA VIGA COM CARGAS A ALTERAR? 
(FINAL DAS ALTERAÇÕES ENTRE O) 
QUAL MODIFICAÇÃO A SER FEITA? 
l - ALTERAR VALORES DE CARGAS NA VIGA 
2 - EXCLUIR CARGAS DA VIGA 
3 - INCLUIR CARGAS NA VIGA 
Ocorrendo 1 entrar os novos valores das cargas 
na viga (mesmo que alguma carga em particular não tenha 
se modificado). A opção 2 exclui as cargas sobre a vi-
ga, caso esta tenha estado com cargas no andar anterior. 
Com a alternativa 3 entrar os valores das cargas sobre 
a viga (C.4.3.4). 
DEFINIÇÃO DE RECALQUES DE APOIO 
Após a entrada das cargas do último andar, defi-
ne-se os passiveis recalques de apoio: 
C.4.7 
214 
. EXISTE RECALQUES DE APOIO - (S/N)? 
Existindo recalques, entrar S e definir a se 
guir: 
NÚMERO DO NÔ COM RECALQUES? 
(FINAL DAS INFORMAÇÕES ENTRE O) 
RECALQUES: 
NA DIREÇÃO ROTAÇÃO X? 
NA DIREÇÃO ROTAÇÃO Y? 
NA DIREÇÃO LINEAR Z? 
NA DIREÇÃO BIMOMENTO? 
Na Última informação soe necessária se o no em 
questão tem 4 graus de liberdade (deslocamentos indepe~ 
dentes de nó). 
. FIM DESATEM 3. 
215 
APfNDICE D 
LISTAGENS DOS PROGRAMAS 
216 
































DO 1001 K=l,NDIMS 
1001 VTS1Kl=0. 
r *** 














DO 1000 N=i,NANDAR 
e••• 



































C APOIOS ELASTICOS LATERAIS 
e••• 
II=NEQF-3 




IF(N.LT.NANDARIGO TO 1144 
e••• 






C TRIANGULARIZACAO DA MATRIZ DE RIGIDEZ DO ANDAR 
e*** 
1144 CALL TRIAN4CVTK(ll,VTL11l,VTS(il,il 
e••• 









IFIN.EG.NANDARlGO TO 1000 
1=1+1. 
DO U00 l<=I,J 
1100 ,,1TS(K )=0. 
J I='.:l*NM/H 
KK=2*NNOS 









cr,u_ GR,',')A4(VTM(1) ,.VTG( 1) .~'TB(i) ,vrn ( i) ,VTA(i) ,VTK ( 1). 
1 VTL ( i), 'JTS ( i), vrn ( i), 4) 
WRITE(IMP,i250l 




C SUBROTINA PARA CALCULAR AS ALTURAS EFETIVAS DAS COLUNAS 









Dü 1005 I=i,NMAX 
II=II+l 
1005 VTl((I)=J:I 
DO 1006 l=i,NEQI 
1006 VTL(I)=0 
IVT8=2*NOAF+5*NVIGAS+1 
DO 1007 I=i,NPILAR 
NOI,=VTB ( IVTB+3 l 




IFIVTL(NQil.GT.KKlGO TO 1012 
VTL üHU) =KI< 












C SUBROTINA QUE PREPARA DADOS PARA CALCULAR 






































C VIGAS DE EIXO RETO E SECAO CONSTANTE 
e••• 
221 




C VIGAS DE EIXO CIRCULAR E SECAO CONSTANTE 
e*** 





C VIGAS COM MISLJLAS RETAS VERTICAIS 
c *** 






C VIGAS ESPECIAIS 
e*** 
1023 CALL MRVGE4CUTM(il,VTG(ill 
e*** 
C TRANSFORMA PARA EIXOS GLOBAIS 
c *** 
1026 CALL ROTRA4(8,4,3,5l 
r ••• 





























DO 1042 I=i,NPILAR 
NOI=VTBCIVT8+3l 
NOF=VT81IVT8+4l 
IF<CIN.EG.il.AND.(NOI.NE.NOFllGO TO 1071 












IF(IN.EQ.2)GO TO 1197 






































C PILARES ESPECIAIS 
c ••• 
1054 CALL MRPLE4CVTM11l,VTG(1ll 
c ••• 
C TRANSFORMA PARA EIXOS GLOBAIS 
c *** 
1056 CALL ROTRA4(i4,7,7,8l 
e*** 




















C SUBROTINA PARA CALCULAR MATRIZ ROTACAO-TRANSFORMACAO 







CA=(Xl(-XJl••2 + IYK-YJ>••2 
CB=SGRTICA-IYF-YI>••2l 
CL=CB-XF-XI 
SENA=!CYK-YJl•CB - CYF-YI>•CXK-XJ)J/CA 






























C SUBROTINA P/ CALCULAR MATRIZ DE RIGIDEZ DE VIGAS DE EIXO 







DO 1024 K=l,8 


















DO 1025 K~2y8 
JJ=K-1 
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C SUBROTINA PARA CALCULAR MATRIZ DE RIGIDEZ DE VIGAS 








DO 1024 K•i,8 















i•COSAl/XA + ICA•SENA••2+C8•C0SA••2l/YAl 
CALL INVFLX(6l 








DO 3000 11=1,6 
KK=B 





DO 3002 II=i,3 
KK=B 
LL=LL-i 





DO 1031 K=2,8 
JJ=K-i 





c ••• r SUBROTINA PARA CALCULAR MATRIZ DE RIGIDEZ DE VIGAS DE EIXO 







DO 1024 K•i,8 









































00 1031 K=2,8 
JJ=K-1 

















DO 1024 K=i,8 




IFCIGRUPO.EG.ilGO TO 1905 
II=IGRUPO-i 





IF(VTMCIGRUPOl.EG.lJGO TO 1028 
DO 1029 JJ=l,6 




















1026 DO 3000 II=l,6 
KK=B 





DO 3002 II=l,3 
KK=KK-i 
LL=B 




DO 1031 K=2,8 
JJ=K-1 






C SUBROTINA PARA CALCULAR A MATRIZ ROTACAO-TRANSFORMACAO 








DO 1047 L=i,7 
DO 1048 M=i,7 
1048 RTiCL,Ml=0. 








IFINOI.EQ.NOF)GO TO 1050 





CA = CXB-XA>••2 + (YB-YAl••2 
CL = SQRTCCA+PD••2l 




















































































C SUBROTINA PARA CALCULAR MATRIZ DE RIGIDEZ DE PILAR 









DO 1057 K=i,14 



































IF!IFORMA.E&.ilGO TO 1058 

























1059 DO 1060 K=2,14 
JJ=K-i 

















DO 1057 K=l,14 





IFIIGRUPO.E&.ilGO TO 1202 
MM=NGVE+i 









C DEFINIDA MATRIZ DE RIGIDEZ DIRETAMENTE 
e*** 
DO 1204 II=i,L 




IFIVTM(KKl.E&.2lGO TO 1205 
r *** C DEFINIDA MATRIZ DE FLEXIBILIDADE 
e••• 
CALL INVFLX!l2) 



























DO 1207 K=4,13 
KK=KK-1 
IFCKK.EQ.lllGO TO 1207 
II=KK+i 









DO 1060 K=2,i4 
JJ=K-1 














C NGLI = NUMERO DE GRAUS DE LIBERDADE DO NO INICIAL 
C NGLF = NUMERO DE GRAUS DE LIBERDADE DO NO FINAL 
C NGI = NUMERO DA PRIMEIRA EGUACAO NO NO INICIAL 




GO TO l0U. 
i009 NNO=NOAF 
NO=MOF 
GO TO iíH l. 




DO 1016 J=i,KK,2 









:l 0 i 8 NGL I ,cNGL.. 
NGI=NG 
R ETUR r~ 





C Jf H(· 










IFCINDI.EG.2lGO TO 1036 




DO 1037 K=1,NGLI 
IVTS=IVTS+NQI-1 
DO 1038 L=i,K 
IVTS=IVTS+i 





DO 1039 K=S,II 
IVTS=IVTS+NGF-1 
DO 1040 L=5,K 
IVTS=IVTS+i 




lF(NOF.GT.NOllGO TO 1401 
JJ=NQF 
KK=NQI-1 
1401 DO 1400 K=5,II 
IVTS=VTK<KKl+JJ-l 
KK=KK+l 










DO 1061 K=i,NGLF 
IVTS=IVTS+NQF-1 
DO 1062 L=i,k 
IVTS=IVTS+i 




DO 1063 K=5,7 
IVTS=IVTS+NQF-1 
DO 1064 L=i,NGLF 
236 
IVTS=IVTS+i 
1064 VTSCIVTSl=VTS(IVTSl + SVP(L,Kl 
IVTS=IVTS+KK 









DO 1066 k=B.II 
NN=NEGF-LHJ 
IVTS=IVTS+NGF-NN-1 
DO 1067 L=l,NGLF 
IVTS=IVTS+i 
1067 VTSIIVTSl=VTS(lVTSl + SVP(L,Kl 
IVTS=IVTS+KK 
DO 1068 L=5,7 
IVTS=IVTS+i 





DO 1069 K=8,1I 
IVTS=IVTS+NQI-i 
DO 1070 L=B,K 
IVTS=IVTS+i 






C SUBROTINA QUE TRANSFORMA A MATRIZ DE RIGIDEZ 











DO 1030 K=i,MA 
IFCK.GT.MCIGO TO 1123 
DO 1031 L=i,MB 
SRT<K,Ll=I. 
DO 1031 M=l,MC 
237 
1031 SRTCK,Ll=SRTIK,Ll + SVPIK,Ml•RTi(M,Ll 
1123 DO 1032 L=MD,ME 
SRTCK,Ll=0. 
LL=L-MB 
DO 1032 M=MD,MA 
MM=M-MB 
1032 SRTCK,Ll=SRT(K,LI + SVPIK,Ml•RT21MM,LLl 
1030 CONTINUE 
DO 1033 L=l,ME 
NN=L 
IFIL.GT.MBINN=MB 
DO 1034 K=i,NN 
SVP(K,Ll=0. 
DO 1034 M=l,MC 
1034 SVPCK,Ll=SVPCK,Ll + SRT(M,Ll•RTl(M,Kl 
IFIL.LE.MBlGO TO 1033 
DO 1035 K•MD,L 
SVP(K,L)=0. 
LL=K-MB 
DO 1035 M=MD,MA 
MM=M-MB 


















DO 1075 J=2,NEQF 
IVTS=IVTS+l 
VTSIIVTSl=VTS(IVTSl/VTSCil 



























DO 1079 J=i,NEGI 
l.HJ=VTL(il 
IF(J.GT.llLHJ=VTLCJl-VTL(J-ll 

























IFILHJ.EG.0lGO TO 1084 
ILJ=NEGF-LHJ+i 











DO 1090 K=IL,NEGF 
IVTSI,,IVTSI+l 






















r LER INFORMACOES DE SATEMi 
e*"* 





C LER INFORMACOES DE SATEM2 - GEOMETRIA DO ANDAR 
C***· 
766 IFIN.EG.i1NRR=1 
























VTD ( N) ,0 NRS 













e SUBROTINA PARA ENTRAR COM AS CONDICOES DE coN·roRNO 









I \JTf3 =;2*N0,'1 l + i 
IVTR 0 ,t 
II=0 
KK=VTKCNEQF)+VTL<NEQil 
J . .J='.1,•·NOAI--1 
MM=i 
DO 1072 J=i,JJ,2 
NGLI=:3 
IF( CJ.EQ. t l .M.O. (VTB12) .E(;i.1) lNGLI=4 
I F ( ( . .J.. GT. í ; . r.,ND. ( VTF.l ( . .J+ i ) . NE. VTB ( .J- :l l ) ) NGL.. I =4 
NQI=3•MM+VTB1J+il-NGL..I+1 
DO 1074 K=i,NGLI 
II=NQI+K-i 
I~1TS=KK+VTK(1Il 
IF<VTBCJI.EQ.VTB(IVTBllGO TO 1073 
241 
r ••• 























C SUBROTINA PARA INVERTER MATRIZ DE FLEXIBILIDADE DE 






C NE•6 VIGAS 




DO 50 JJ=II,6 
CA=SVP<JJ,JJl 
SVPCJJ,JJl=i. 
IF<JJ.EQ.6)GO TO 30 
KK=JJ+i 
DO 20 LL=KK,6 
SVPCLL,JJl=0. 
DO 10 MM=II,6 
10 SVPCLL,MM)=SVPCLL,MMl-SVP<JJ,MMl/CA•SVP(JJ,LLl 
20 CONTINUE 




DO 80 LL=II,5 
JJ=JJ-1 
KK•JJ 
DO 70 MM=LL,5 
242 
KK•KK-1 












C PROGRAMA PARA CALCULAR VETORES OE CARGA, MODIF1CA-LOS 






















DATA 1:\RG!UI/'IAl'T 1 R :,7 :,Gr,. 'U 1 ,, 1 I 1 ., 1 V 1 , r 1 r r~3:', '"D:,7 1 1;:,, 1 T 1 / 







DO 299 I=i,NDIMP 
29? VPP(1)=0. 
e 1':~·-)(: 
C LER INFORMACOES DE SAfEMl 
(; ~--lH!· 
e .,. *·~-
CALI. .. GRAVA'.5!VT8(1.) ,.<)101, J.) ,VTM( 1) ,VLJ( j_) ,VTG( l.) ,VTR\ J.), 
1VTC(il,VTT(il,VTD(il,VTF(1),NRCCil,1l 
DO 270 I=l,NCARRE 
NRCIIJ=i. 
DO ?70 l<=t,3 
270 CHIK,Il=0. 
Nr-~NDUM,c.NANDAI< + i 
DO 200 N=l,NANDUM 
C ·lHH< 












IF(II.LE.NOIMT)GO TO 125 
WRITECIMP,126) 




DO 203 k=JJ,Il 
203 VTT(Kl=0. 
r *** 
DO 201 I=i,NCARRE 
ARQU1(7l=NUMERO(ll 











IF<N.EQ.NANDUM)GO TO 259 
Il=NTVCl+NEQ•I-3 
CONTRIBUICAO CARGAS HORIZONTAIS 





CONTRIBUICAO DAS CARGAS NODAIS 
IVTC=4 
IF(NNOC.EQ.0lGO TO 206 





















r INTRODUZ CONDICOES DE CONTORNO 
C !HHt, 
IF(N.EG.NANDUMICALL APOI05CVTB1il,VTO(il,VTCC1l,VTTl1)l 
~!0 i CütH ItfüE 
IF<N.EG.ilGO Tü 257 
l..L=N-l 
e ,orn 
e LER MATRIZ DE RIGIDEZ TRIANGULARIZADA DO ANDAR 
(' .... ~,~· 
e ·X·~(·* 
e 





r: .. ..J/ 
~!00 
CAU .. GRfW!\~ilVTB d.) ,VTO( J.) ,.VTM( i l ,VT,J( i) ,VTCi( U ,VTl<C 1), 
lVTCC1l,VTTlil,VTDlil,VTF!il,NRCl1),4l 
PRIMEIRA FASE DE TRIANGULARIZACAO DOS VETORES DE CARGA 
CALL.. TRIAN5í\}TJ(j_),VTR(il,VTT(Jl,l) 




Dü 260 K=1,NTVC2 
I I=I I+l. 







DO 285 l=l,NCARRE 
DO 285 K'"Í..3 
28'.:i CH ( K, I l =O 
MMM=NANDUM 
WR I n: ( ~!, 29~54 l 
29'.:i4 FüRMATC///// ,2X,- 'ChRREG,âMENTNi ANALIS,ãDüS ',/ .~.'X,~!4( '* ')) 
Cf'il_L üPD!(7, 'P,R<rnIVü?DhT ',2.l 
DO 2952 I=i,NCARRE 
READ(7 ,REC=I) (tJHi(K) ,f:=i, l.5) 
WRITE(2,2953lI,!VTG(Kl,K=i,i5) 




C INICIO DO PROCESSO DE RETROSUBSTITUIChO 
e **"' 
DO 268 N=i,NhNDUM 
IF(N.GT.ilG() TO 269 
e ·•·"* r CALCULh DESLOCAMENTOS DA BASE 
(" 'IH!·~· 
CALL DESLOC(VTJ(1),VTRl1l,VTT<il,2l 
GO TO ~:71. 




C LER MATRIZ DE RIGIDEZ TRIANGULARIZADA DO ANDAR 
e **;)(. 
CALL GRAVA5<VT8Cil.VTO(il,VTM(i),VTJ(il,VTG(il,VTR(i), 






,JJ= . J,J-i 
272 VTT(II)=VTT(JJ) 
c **>í· 
C LER NO DISQUETE VETORES DE CARGA TRIANGULARIZADOS ANTES 
C ·lH·•· 
CAL..L GIU\VA5 ( l)T[j ( J. l , VTO < l. 1 , VTM C l l , VT J ( l l , VTG < í l , VTR ( i) , 
1VTCCil,VTTCi),VTDC1l,VTF(il,NRCC1l,5l 
e ·•··!'* 
C CALCULAR DESLOCAMENTOS DE ANDAR E INDEPENDENTES DE NO 
e ,,. *l<· 
CAL..L DESL..OC(VTJ(il,VTR(il,VTT(il,i) 
e **'* 
C SOMAR DESLOCAMENTOS RELATIVOS PARA OBTER ABSOLUTOS e ->i .,. ,., 
DO 286 I=l,NCARRE 
JJ=NE<ff ·)(· I ·-3 










I< I< =NTVC l +NTVC~? 
C GRAVAR DESLOCAMENTOS 
c ""* 
CALL GRAVA5CVTB(il,VTO(il,VTM(il,VTJ(il,VTG(il,VTRCil, 
H!TC(:l) .vnc i) ,VTD( i) ,1.'TF( i) ,NRC( 1.l ,6) 
271 NTVC2=NTVCi 
IFIN.EG.ilWRITE(2,2966l 
25ibb FORMAT(//./,?Xr YDESLOCAMENTOS DOS APOIOS 1 .,/,.2X,.24( ,. __ r)) 
IF<N.EQ.2)WRITEC2,34521 
3452 FORMATC/// ,2X, 'DCSL.OC,,MENTOé, DOS ANDAflE'3 E NOS',/ ,2X, 
:t:31 ( ,- __ r)) 
I AND=NANDUM--N+ i. 
IFIN.GT.1lWRITEC2,3453llAND 
34!";:1 FORMf'iT(///,5)(, "ANDAí~ ,·,.I2l 
DO 2957 I=i,NCARRE 
LL=NEQF 
IFIN.EQ.ilGO TO 2970 
WRITE(~?r;.-~958)I 
248 
29:if:I FORMiH(//,8X, 'CARREG,;Muno ,·,12) 
lJR ITE ( ;2, 34!54:, 
34~i4 FORMATU/,U.X, 'DESL.OC,,MENTOS DO ANDM~ ',//, 





;.'960 FORMAT(//,iiX, 'DESLOCAMENTOS Düf:i NOG',//,l.l.X, 'N0',6X, 
i 'ROHiCt-.0 X' ,3X, 'ROltlChO Y ',3X, 'DESLOC Z ',:3X, 'EMPENAMENTO' 
2,/) 
2970 IF<N.EQ.l.lWRITE(2,2968lI 
2968 FüRMi,TU//,BX, 'CARl<EGAMENTO',I3,//,l.1X, 'N0',6X, 'ROTl'1CAO X' 
i,3X, 'ROTACl'\O Y',3X, 'DEm_oc Z',JX, 'EMPENAMENTO',/) 
II ,c;:,*NNOA-· i 
l{cc ( I-:l) *LL+i 














W~1 ITE ( 2,, ;?981) 
;!98i FORMAI'(//) 
(" **"'-' 








wrnTE ( IMP, 1.251 l 
i~l51 FORMAT<~J.Xr 1·* FINf-'1L DE B?'tTEM~) * 1·) 
END 
SUBROUTINE VIGAf:i5CVTB,VTO,VTJ,VTG,VTR,VTC,VTT,AML,ALEl 
e 11:· ·): ·)(· 


















DO 208 LJ=i,NVIGAS 
IF(NVIGC.EQ.0lGO TO 231 
IVTO=NNOC+i 
DO 209 K=i,NVIGC 




















DO 212 J=i,6 
212 AML(Jl=0. 
r ••• 



















C ESF. ENG. PERFEITO OE VIGAS EIXO RETO SECAO CONSTANTE 
e••• 
213 CALL EEPVS5(VTGIIIl,VTGIII+1l,VTG(I1+2l,VTG(JJl,VTG(JJ+il 
1,VTGIJJ+2l,VTG(JJ+3l,VTOli),VTClil,AML(il,ALE(ill 
GO ·ro 225 
c ••• r ESF. ENG. PERFEITO VIGAS EIXOS CIRCULAR SECAO CONSTANTE 
e*** 





C ESF. ENG. PERFEITO OE VIGAS COM MISULAS RETAS VERTICAIS 
e••• 






C ESF. ENG. PERFEITO DE VIGAS ESPECIAIS 
c ••• 
216 IFCNC.EQ.0)GO TO 218 
IVTC•IVTC-1 

















C SUBROTINA PARA CALCULAR ESFORCOS ENGASTAMENTO PERFEITO OE 






















IF1IPPR.EQ.0JGO TO 560 
LL,,;!-~·NNürã-·· l. 
J,J,c0 
DO ~\61. l..,,,t ,LL,;! 
J.Jc, . .JJ+ :\. 
NGL.,ccl 




I NC<l•VTB I L..) --3 






CL..""lJTR < 1 l 




NOI=UTB ( IVTB+'.'.J) 
NOF,0 VTB ( IVTB+4) 
IF(NOI.NE.NOFlGO TO 238 
IFCI.LT.NCARRElGO TO 207 




IFCIPPR.EQ.0)00 TO 239 
IF(IFORMA.EQ.3JGO TO 239 
207 CALL NGRAUS<VTB(i),2) 


































C SUBROTINA PARA CALCULAR MATRIZ ROTACAO-TRANSFORMACAO 







CA=(XK-XJ)••2 + (YK-YJl••2 
CB=SQRT(CA-CYF-YI>••2> 
CL=CB-XF-XI 
SENA=CIYK-YJl•CB - (YF-Yil•<XK-XJll/CA 






























C SUBROTINA PARA CALCULAR ESF. ENG. PERFEITO DE VIGAS 






































































































































C SOMA ESF. ENG. PERFEITO 
e••• 

















C SUBROTINA PARA CALCULAR ESF. ENG. PERFEITO DE VIGAS DE 













IF<NC.EQ.01GO TO 2203 



















2+COSA-CAJJ/G/IX + (SENA•<IAFI-ALFAl•CB+YA•CB/2.-XA•CA/2.l 
3+C0SA•1XA•CB/2.+YA•CA/2.Jl/E/IYl 
DO 2008 11=4,6 
257 
ALEII1l=0. 





















ALEC9l•C-P•RAI0••4l•IC8/(G•IX) + CC/(E•IYll 
DO 2009 II=4,6 
ALECI1l=0. 















C SUBROTINA PARA CALCULAR ESF. ENG. PERFEITO DE VIGAS 













IFINC.EQ.0)GO TO 2203 











































































C SUBROTINA PARA TRANSFORMAR ESFORCOS DE ENGASTAMENTO 











DO 226 J=i,NGLI 
ALE<Jl=0. 





DO 227 J=i,NGLF 
ALEIJl=0. 









































DO 304 I=i,NCARRE 
Kk=NEQF•II-il 
IVTSI=JJ 




IFILHJ.EG.0JGO TO 305 
ILJ=NEQF-LHJ+i 
IVTTI=KK+ILJ-1 






















IF(INDT.EQ.2lGO TO 267 
IVTT=NTVCi+i 
DO 260 I=i,NCARRE 
IV"fSI=NTMR-VTJ!NEGil 
KK=NE&F•1I-il 
DO 261 J=i,NEGI 
LHJ=VTJ(il 
IF(J.GT.ilLHJ=VTJ(Jl-VTJ<J-il 
IF!LHJ.E&.01GO TO 262 
ILJ=NEQF-LHJ+i 
lVTTI=KK+ILJ-1 














DO 265 .J~i,L 
IVTTI=IVTT 
M=J+l 





































LER INFORMACOES DE SATEMi 




c,;u .. OPEN(8, 'Af<Gl.JIV08(lf'.)T ··.21 
READ18,REC=ilN,(VTDCKl,K=i,NJ 
ENDFILE B 
R ETUR ~-! 



















NRC( I J '"'i .. L.+l. 
RETURN 




UiLL OPEN(4, ','iRQUIVü40AT '.~') 
READ14,REC=L.T!NEQF,NEGI,NTMR,<VTJ(Kl,k=i,NEQil, 
i(VTR(Kl,K=i,NTMRI 
ENDF Il..E 4 
l~ETURN 















































C SUBROTINA PARA ENTRAR COM AS CONDICOES DE CONTORNO NOS 















II =,LL. +NGF ·· i 





Gü TO ~!5~5 
END 
265 




C PROGRAMA PARA CALCULAR ESFORCOS NOS ELEMENTOS 
(; ·•·-~li· 



















DATA ARGUI/ 1 f; 7 ., >·r~ r r ''Q 7 ., ru '., .,1 r r "V r r., 'J' T 1 :3 r T 1 D 1 1 1 A 7 , 1 T 7 / 
DAT?) NlJMEJ:<()/ 7 :l r., "2 7 7 7 3 r ,. :r4 r r 1 ~) 7 ., 1 6 r,. '? 1 1 
1 B r 1 i·9 r/ 
NDIMT=200 
NDIME=200 
ND I i'1C= J.í'10 




DO 133 I=i,NCARRE 
133 NRC( I )=,:\. 
NRR= i. 
Kl<=~2*NNOf:, 




!:i~i00 FOl<MATC/////,~'X, ,.ESFOl1C0S NOS EI_EMENTÜ!:,',/,;2x,221 '*'ll 
DO 284 N=i,NANDAR 
vm ITE 1 ;_,, 5:301) N 
5501 FORM/.',Tl///,SX, 'élNDAR ',I2l 
C ·X·*·X· 
C LER INFORMACOES DE SATEM2 - GEOMETRIA DO ANDAR 
e -,(··}(;:)(· 
CALL GIU,Vf:'i6CVTrâ(i 1 ,t)Hl ( l. l ,VTM( l. l ,VTO( J. l ,Vr.J( i) ,t)TG( U, 
iVTR 11. l ,.\ITCC :l l ,VTT( i l ,VTEC i) ,VTf'( i.) ,Nf/C( i) ,VTN( i) ,i!l 
IFCII.GT.NDIMTlCALL ERRO(i2,21 
lF(.JJ.GT.NDIMElCALL ERRO(i2,2) 
IFCN.LT.NANDARlGü TO 139 
LR=l*NOAl 
IFCLR.GT.NDIMClCALL ERRO(l2,2l 
139 DO 285 I=l,NCARRE 
oJR ITE ( 2, '.)'.'i0:;,) I 
267 




e ·"" ,,. 









IF<N.Ll.NANDARlGO TO 140 
DO 141. f(ccJ. ,LR 
141 VTC(Kl=0. 
e ·~,,. ,,. 
C ESFORCOS NOS PILARES 
e **·"· 
J.40 CALL PILAR61VT,~< i) ,.l!TB( 11 ,VTM( 1 J ,VTO(l) ,-VLJll.) ,VTGU.), 
iVTRCil,VTCtil,VTTlil,VTElil,VTFli), 
2NRC(il,VTY(l.l,VTNCll,D<il,AMLlil,ALE(lll 
IF(N.LT.NANDARIGO TO 285 
!4R I TE ( 2, 5éd. 0 1 
:itd.0 FORMATC//,5X, 'RE/iCOES DE APOI0',!,5X,16( ·~·'),//,2X, 'NO', 




DO '.56ii. L'-'i,II,~i 
NGL=3 
IF((L.Eü.il.AND.<VTA(21.EQ.i))NGL=4 









































5504 FORMATC//,iX, 'VIGM,',BX, 'MX',f:lX, 'MY',üX, 'FZ'l 




r~Ol=~'TB ( IVT8+3l 
NOF 0,UTB ( IVT8+4 l 
("" *l'i-l(· 






C MATRIZ ROTACAO-TRANSFORMACAO 










C VIGAS DE EIXO RETO E SECAO CONSTANTE 
269 
e••• 
288 CALL MRVGS41VTG(IKl,VTG(IK+il,VTGCJK),VTG(JK+1l,VTG(JK+2l 
i,VTGIJK+3)J 
(JO TO 292 
c ••• 
r VIGAS DE EIXO CIRCULAR E SECAO CONSTANTE 
c ••• 




r VIGAS DE EIXO RETO COM MISULAS RETAS VERTICAIS 
e*** 
290 CALL MRVGM4iVTG(IKl,VTGCIK+1l,VTG!JKl,VTGIJK+il,VTGCJK+2l 
i,VTR!IVTRl,VTRCIVTR+il,VTRCIVTR+2J,UTRCIVTR+3J, 
2VTR1IVTR+4l,VTRCIVTR+5ll 
DO 1333 L=9,14 
KK=L-8 
IF(L.GE.i2lKK=L-7 





C VIGAS ESPECIAIS 
e*** 
29l. CALL MRVGE4(VTM(il,VTG(11l 
e••• 
C CALCULO ESFORCOS ENGASTAMENTO PERFEITO 
e*** 
292 IF!NVIGC.EG.0lGO TO 293 
IVTO=NNOC+1 
DO 294 K=i,NVIGC 















C ESF. ENG. PERFEITO VIGAS EIXO RETO SECAO CONSTANTE 
e*** 
110 CALL EEPVS5(VTG(IKl,VTG<IK+il,VTGCIK+2l,VTGCJKl,VTG(JK+il 
l,VTGIJK+2l,VTGCJK+3l,VTO(il,VTC(il,AMLCil,ALEC1lJ 
GO ·1·0 296 
e*** 
C ESF. ENG. PERFEITO VIGA EIXO CIRCULAR SECAO CONSTANTE 
270 
(: lHH· 
ili CALL EEPVC5<VTG(IK),VTG(IK+i),VTG(IK+2l,VTGCJK),VTG(JK+1l 
1,VTG(JK+2),UTR<IVTRl,VTO(ll,VTC(il,AMLCil,ALECil,2l 
IVTR=IVTRd. 
GO TO ~,9ó 
e*** 
C ESF. ENG. PERFEITO VIGAS EIXO RETO COM MISULAS 
e ·>•··•* 
112 CALL EEPVM5(VTGCIKl,VTG\IK+ll,VTGCIK+2l,VTG(JKl,UTG(JK+ll 
1,VTGCJK+2l,VTR(IVTRl,VTR(IVTR+iJ,VTR(IVTR+2l,VTR(IVTR+3l, 
;.~ V T R ( I VTR + 4) ,. '.!TO ( 1 l , 1) TC ( 1 ) , AML. C 1 l , r'iLE C i l ) 
DO 1335 L=i,7 
IF(L.EQ,4lGO TO 1335 
K 1( =l.. +B 
IFtL.GE.5lKK=L+7 
1)() 1336 l,=i ,ü 
1336 SVPCK,Ll=SVP(K,KKl 
1 :33!", CüNT I NUE 
IVHl=IVTR+'.:i 
GOTO 296 
115 IFCNC.EQ.0lGO TO 296 
IVTC=I•JTC--l 
DO ~.~i.7 J::[,c.l. ,.6 









~:j~j€i~:.:; FORMAT(/ r iXr '"VID~t 7 ,i!<i4r/ ,lX,. '.INI r r I4r~~X,.3(Ff.iu2y2X) ,! r lX,. 
i 'FIN 1 1 14,2XT](FB.,2r;2)()) 







C SUBROTINA PARA COLETAR DADOS SOBRE OS PILARES 
















!:i'.506 FORMAT(//, iX, 'PILARES' ,6X, 'MX ··,sx. 'MY ',8X, 'FZ '.sx. '"FX ',8X, 





e .... ,.. 
Ml(=IVTR 
DO 353 LJ=i,NPILAR 
NOJccVTB(IVT8+3.i 
NOF,"'JTB ( I VTEl +4 l 
IF!!IN.E&.ll.AND.!NOI.NE.NOFllGO TO 354 






C DEFINE GRAUS DE LIBERDADE 
e **:il· 





IF(NOI.NE.NOF)GO TO 121 
IF(I.GT.ilGO TO 121 
C ATUALIZA COORDENADAS 






IF(NOI.EQ.NOFlGO TO 1050 
l<K=4 
XF=,•JTl'1 ( IVTR+;., ! 
Yf' ,,vrn < grrn + 3 ) 
1050 KKK=IVTR+KK 
e ,,.,,-~-
















GO TO '.3'.'i9 
e **·)<· 





GO TO 3~\9 
e **"· 
r PILARES ESPECIAIS 
e .,,.,. 





LL=NEG I * I ·<2 
IFCN.EQ.NANDARILL=l 
C ESFORCOS NAS EXTREMIDADES 






~5~:j07 FOl<MAT(/, i..X, 1 PTL.AR r, íX,f')4,/ ,.1X,. i·suP 'r I4.,?X,6(F8 .. ~:~r2X) r 




550B FORMf'.:'1T(/ttX, rPILf'~R r ,.1X,í~4 .. /,.1.X., TSUP '.,I4,.2X,.7(F!'.í .. 2,.?X), 
i/,iX, 'INF ,·, I4,icX,/(F8":2,2Xl l 
GOTO (5509,5510,55111,IFORMA 
5509 XG=VTG(I2+6l 
YG=(.JTG ( I ~~+ 7) 
GO TO i 2<b 
5510 XG=VTG(I2+7) 
YG=VTG ( I ;:.'+8 l 
GO Tü 120 
551:l XG=0.., 
e *·:if:I(· 
C REACOES DE APOIO 
e ~-,.·~· 





























DO 950 K=l,3 
D(Kl•0. 
DO 950 L=i,NGLI 
950 DIKl=DIKl+RT1(k,L>•DI1Ll 
DO 951 K•4,6 
DIK)=0. 
KK=K-3 
DO 951 L=i,NGLF 
951 D1Kl•D(Kl+RT2(KK,Ll•DF1Ll 































DO 952 K=i,7 
D(Kl=0. 
00 953 L=i,NGLF 
953 DIKl=D(K)+RTiCK,L)•DF(LI 




DO 956 K=8,i4 
DIK!=0. 
1FCCN.EQ.NANDARl.AND.IK.GE.12)lGO TO 956 
KK=K-7 
DO 955 L=i,NGLI 
955 D(Kl=D1Kl+RT2(KK,Ll•DI(L) 
956 
IF(N.EQ.NANDARlGO TO 956 




DO 115 K=i,14 
ALEIK>=0. 


























SUBROTINA PARA LER INFORMACOES NO DISQUETE 
BYTE VTAlil,VTB(il,VTOlll,ARQUI(iil,NUMER0(9) 












LER INFORMACOES DE SATEMi 








LER INFORMACOES DE SATEM2 - GEOMETRIA DO ANDAR 
281 IF(N.EQ.ilNRR=l 
C/\LL OPENl9, ,·F,R(W1'-.J0:2DAT',2) 
READl9,REC=NRRlII,II,II,II,NVIGAS,NPI1...AR,NOAF, 




:l TI, .. LJ ,._JJ ,. ( VH\ ! I<), ~>c.1., II.> 
Er~DFIL..E 5' 
t..T,c\.J'TF(Nl 
C LER DESLOCAMENTOS DO ANDAR e ,,,,..,. 











r LER INFORMACOES DE SATEM3 - DADOS DE CARGA 
c *** 

















DO 388 L=i,7 





DO 138 K=i,7 
ALECKl=0. 










EXEMPLO DE UTT,LTZAÇÃO 
Para exemplo de utilização tomou-se a estrutura da 
fig. VIII.6, tendo esta sido processada com apenas 5 pavime~ 









• ANALISE TP.IDJMENfJ,)NAL DE E,[RIJfUiAS OE EDIFJCJú;: * 
• 
E[>lf](](l : 1I51E D;Etif'L(I ((1ii 5 1,~[1í,RES 
CLJEi!TE : .JOil•i W,lL íEF. HAtlS 
UNJ[.;,[>Ef : 1:N;H 
DAl")''• 6ERi\J 'ô DA ESTRUTURA 
ifüli [>E 1\Hi'/iH$ , , • • 5 
NUH DE CARP.EGAiiEiHvS i 
íWii [•[ MA1Ef.1AI$ , • • i 
NUM DE iiOS • , • • , • i5 
1WM DE GfUf'O, >,>J[;i,\. SJHfLES 
NUH DE GRUF•)S 'llGtlS E:PEC!iibi ~ 
IWH O[ GRUf% f JLAF.H SH/:(J SüllDii , 2 
NUM DE Gf!Jfúf f ILARE:: éECAO ABER T/i • e 
ifüli DE CHlfOS HL!.R[' [SPEW1J', • • ~ 
DADvS 00S MTEilAIS 
iíAl E [i f E5(> ESPEC 
,:N00E+~:J • .i200E+08 .2500E+r-2 
(•j(!P,[-Eil4[1A$ [1(;~ íM. 
ND .i 
-Li .. 300 j i. '.<0§ 
2 -8.020 ,.!40 
} -i. ~.j0 8. i ~ei 
4 7.V8e ~~220 
5 i :<.; ''/· .ti,::j(i ., -ií J'!Í i.J(H.~ 
i -&.600 1.B00 
8 11. ~0(1 0.006 
' t..7,t -!.'.{?,\• i0 i2.~tt -1.i09 
ll -il. iB~ -6.B~~ 
i2 -,.0~0 -/.t~0 
D 0. {,~(1 -1., (~00 
• 
279 
14 6.6~~; -i.i~0 
i5 lt.(~Mi -7 .{<\;~ 
GRUPOS OE 1/!GAS SIMPLES 
H J 1 f<I. 
,i800E-02 .85:JJE-02 .io00E+~0 .0000E+0t 
[iRUf'O [•E f'llilREt SECA(• ,Ol 111;, - lHEkCIAS 
GRUPO IX !Z 
.333JE-0i .53i0E-~2 .15,~E-~i 




(if.Uf·(, DE f !Li,P.ES: ,ECJ\(I S(,U[>A - AREAS + Ui 
A.I Ar 
, ~~~0E +01 , (,(,(•(l.E +M 
.000t)E+0i .0000E+ti 
11Z i.G rG 
.4~(,~E+~~ .%(l.0E+M .N,00F.+0i 
.3ó0~Et00 .,550E+00 .00ü0E+0l 
O!llf,)E. [IE f'llilHS SECA(! i1Bff1A - rnrn(.l/tE, 
!.( li lZ IU 
i ,5,23E+0~ ,114'[-(,J ,i0?4H,í .7,i~E-0i 
2 .i235E+h .i500E-~i .156BF.-0< .1M7E+>)0 
(;~[IP(! [1E rllAREE f.E(A(• ilBEr.lA - k!E~, + CCi 
GRUPO A< M ilZ IG rG 
1 ,(,~~\'-E+M .~(•OiE+(•i .BB~iE+ã0 .~0~~E+0i .~0(,~E+0i 
2 .~e~~E+ei .~~00E+ei .1~~0E+~i .é26~Ef~~ .~000E+~i 
sllDeP. PE-Df,Ei[>) = 3.500 
i!liii [,[ 1.! 1 [i;,ó • • i\' 
liUM [·E F I LAF.E • i 4 
HUM [,E f'!i:S . • . .t5 
AP,)l0S ELASTIC0S LAfü,\E 
1,F< [,JH[A(, l lNEAf ; ,E,000E•0i 
NA DIF.ECAú LlllEAf 1 .r-~ftE+0i 
l~A [;]f.EU.iü f:(11Httt\J Z .i)t00E+~i 




































E!HHif.iC!úitDff W• !N!Clitl 









, í í0 
• ')tjlr! 
• i j~ 
-.45(1 
- • i fit; 
-,j0\' 
- • i00 
-L40~ 
,?1}0 
, i ~(1 
iJ.000 




























C00il fET D C S :, D C ,. ( 
• :..S~· 
0. 0~10 
\: .. ~;~0 
;j,000 











1(. • .;~~ 



















































- . i00 
-.i00 




• j (,~ 
0 .~~~( 







- • j /!,~-
filF•i,MAC,jES DÇ: HL11RE 















f i '; 
f llf,P.E, '-'Ef. TJU,E 
E.! CE ili' !CiliADE S r/1) iNF +(,AMA 
f llAf. Ei( ,, U[ ) 
Pi ~,Ljt10 :t,. ~~~4:i 
f2 f.(?(?t?, ~.00~ 
p • 1.j.i011 15. t~i~~ 
F4 0.000 0,0M· 
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' ., ., 
; 
8 














f j :, 
., 
e 





t., f:0~ ,é .• t{t0 
ij,000 0.00~ 
0,f1% -~(.~2\~ 
fE-1! IRE fí1) = 3. 5~0 
PE-úlfEllü = .J.5~0 
FE-üifEi fú = j,500 
eílh,, H>Eífl 1 [(, A(• ei'l rn ](,~ 
INf1JP.riHCüES [,ij·:. f!,}S i-lF: BtiSE - ,;F(1 J % 
H(• rlGl C(:Ef ![JEifü' t>E ri<:,Ltt 
283 

























• ii,'!'.[ _..-2i 
.i0~1[+ij 
.i.0~E+a 
• H;~E +2i 
.i%E+~1 






















. i t.r.E•2! 
, n1~[+-~·i 
(,E,Cf. !üú L"l' Ci,F.REG>lME;<I,i:, 
fí~ .. •H••t+~t-~HHt:af!t:OH+H 
FE.S•) PfúPRf,:, + EüBRE(efiGii + 1!E;Jf1, 
284 
[i!lCl!l(• [ütt (:(:>!rn•Er.f<C/,'.. iil1T,:,ttf<1![1; [1E f'E5(1 Ph,P.](1 
CtiH~A ) = (1, i~1r, 
CAF.GH r = 1?~.~~~ 








CARGH DI~TR TüTHL :i= i5.80 
l,lj(;if '.'!& 
(AfG,à [,Jf.ff f0fAL ll= ,).0? 
\JWH l.fi(. 
CARGA üi2rR TiHttL 1~= 23.00 
VW; i.,Hi 
CH~Gtt OIHR TúTHL 11= (5.00 
,.t ! Gfi i.J~, 
C~RGN út.srn T1:1r:=rL ;~::: 40.t-ti 
l1Ifü1 1.13 
CAóG;', DETR í<)TAL •i= 40.00 
1,11 Gf: V!i 
CARGA D[.ifF. fúfAL li= .]5.li0 
')][-iH l.l:"1!i 





\< j bK IJ58 
faRfo\ [•!•Hfi f,JT~L ,;: ".;,,;;,. 
1) l Gli 1.1~;[. 
CttP.fa! OJHF. fi:iTtsl ~= 23.t:~ 
t) l (ltl i_l:"1[1 
CAF.GH D1:;.rn TúfML ~= 1f,.01} 
1,ll(~H V;:,11 
U,RGB !,f.;TF, 1'JTAL ~= é3.0e 
1.i]&t1 t.i,:.8 
GHhGH [:J:~rn T(1H1L ~= 23.00 
i)l[itl l,lf'[( 
Cem, DI·:ff f<)T,lL ~= 40,00 
i..liGt1 ~r:t1 
CtiRGfi D f ;,TE TIJT1lL ~= 4~j ,:;,0 
I.J ! G~ l.1811 
CHF.Ott DJErR T1jif1l •:= J~1.ri.\t; 
i,ij[it1 i_idf: 
CHRGH LJJSrn rüT!iL 1i= .jt,,1_: . .) 
1.llfü1 1•1911 
(ARGB E•Eff J'•iíAL ,·j= i5.00 
I.J}Gtr Vif~ 
CttF,l}H Df.: rR J'H1~L ~= 15.~\~ 
,_ 
lttHifl = = \· .• {;?\'.· 
CHF..GH ( = i50.0~}~1 
h(:tiEIHl1 i = 0, 1:,% 
c,;,G"·; rkt•" f'., 
(efGB.: rN[1tH: ffülífCA: 113 DO llrfüéf êr!TEP. l1iF. 
(HRGH~ ':fi~ft.E h~. tiW/1.~, 
CAF.Gttf, ,-iBfE l!iG,r, JDEr!ííCt1õ tíS Dú Ai<DtlF ér!TEU•)R 
286 
AIJ[rk\ • 
U,H~A ~ ::: 0. {~~~ 
CAflGH r' ::: i40.tt~0 
;;,:,;;rnir:, 2 = ,; • ,,0, 
CARfo=i·:. NQD1;J S 
CAFGtié t!1)1)111-, IOEHT léi,~ ,i., (j,) ,WütiR 11/HER 1,;r 
U1F:tih~ :ltBP,E Ht vrnHf, 
éi,RGAS S0~RE 11!G.i.:: JOEllllCA: AS DO AllDAF. ANTHl1)R 
il,iO EdSTE F.ECAL•iiJE,. DE ;,f,)11) 
287 
CAihEGáMH!Tú i 
PESú Hi~PRJ(1 + SúBRECi:iPGA + 15Er!Tü 
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